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Herrn  Geheimen  Regierungs  -  Katli,  Professor 

Ernst  Eduard  Kummer 


zum  29.  Januar  1890 


in  Verehrung  und  Dankbarkeit 


zugeeignet. 


Vorwort  zum  ersten  Bande. 

Geordnet  nach  der  Zeitfolge  ihrer  ersten  Veröffentlichung  sind 
in  dem  vorliegenden  Bande  diejenigen  in  den  Jahren  1865 — 1887  ver- 
öffentlichten wissenschaftlichen  Abhandlungen  des  Unterzeichneten  in 
neuem  Abdrucke  vereinigt  worden,  welche  auf  die  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  Bezug  haben. 

Der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Berlin  spreche  ich  für  die  Liberalität,  mit  welcher  dieselbe  den  Ab- 
druck der  im  Jahre  1871  auf  Kosten  der  Königlichen  Akademie  ge- 
druckten Preisschrift  „Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche" 
mir  gestattet  hat,  meinen  ehrerbietigsten  Dank  aus. 

Vor  dem  Abdrucke  sind  alle  Abhandlungen  einer  wiederholten, 
sorgfaltigen  Durchsicht ,  beziehungsweise  Bearbeitung  unterzogen 
worden :  überall  da,  wo.  es  wünschenswerth  erschien,  einen  Ausdruck, 
der  mich  weniger  befriedigte,  durch  einen  anderen  zu  ersetzen,  bin 
ich  bemüht  gewesen,  einen  besseren  an  die  Stelle  zu  setzen.  Ausser 
wenigen  Druckfehlem  habe  ich  nur  eine  kleine  Zahl  von  Ungenauig- 
keiten  zu  berichtigen  gefunden. 

Die  bei  Gelegenheit  des  Neudruckes  zu  einzelnen  Abhandlungen 
hinzugefügten  Anmerkungen  und  Zusätze  sind  am  Schlüsse  des  Bandes 
vereinigt.  Da  im  Texte  der  Abhandlungen  auf  diese  Zusätze  nicht 
verwiesen  werden  konnte,  erlaube  ich  mir,  an  dieser  Stelle  auf  die- 
selben hinzuweisen. 

Die  verehrliche  Verlagsbuchhandlung  ist  allen  meinen,  die  äussere 
Ausstattung  betreffenden  "Wünschen  mit  der  grössten  Bereitwilligkeit 


vir  Vorwort. 

entgegengekommen.     Die  diesem  Bande  beigegebenen  vier  lithographi- 
schen Figurentafeln  verpflichten  mich  zu  besonderem  Danke. 

Bei  der  Correctur  der  einzelnen  Druckbogen  dieses  Bandes  bin 
ich  von  Herrn  Dr.  Diestel  in  dankenswerther  Weise  unterstützt 
worden. 

Göttingen,  im  Januar  1890. 

H.  A.  S  chwar  z. 
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lieber   die  Minimalfläche,    deren    Begrenzung 

als    ein    von     vier    Kanten    eines     regulären 

Tetraeders     gebildetes     räumliches      Vierseit 

gegeben  ist. 


Im  April  1865  von  Herrn  Kummer  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
mitgetheilt.  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang 
1865,  Seite  149—153. 

Mit  der  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlichen  Abbildung  der  Gre- 
sammtoberflächen  der  regelmässigen  Polyeder  auf  die  Kugel  hängt 
eine  Anzahl  von  Minimalflächen  zusammen,  auf  denen  unendlich  viele 
Grerade  liegen,  welche  einander  zum  Theil  schneiden. 

Zu  diesen  Flächen  gehört  als  einfachste  unter  ihnen  die  durch 
vier  Kanten  eines  regelmässigen  Tetraeders  gehende  und  innerhalb 
dieser  ßegrenzungslinie  kleinste  Fläche ,  welche  aus  der  conformen 
Abbildung  der  Oberfläche  eines  Würfels  auf  die  Kugel  entspringt. 

(Die  Modelle,  welche  gleichzeitig  mit  der  Mittheilung  dieses  Auf- 
satzes an  die  Königliche  Akademie  derselben  vorgelegt  worden  sind, 
werden  durch  die  auf  den  Figurentafeln  1,  2  und  3  enthaltenen  Zeich- 
nungen veranschaulicht.) 

Bezeichnen  | ,  ij  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
der  Ebene,  X,  Y,  Z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im 
Räume,  so  stellen  bekanntlich  die  Gleichungen 

X  =   — ^-_  Y  -         ^^  7  _    th^'ri 

die  Fläche  einer  durch  Verwandlung  mittelst  reciproker  Radien  aus 
dieser  Ebene  entstandenen  Kugel  dar ,  auf  welche  die  Ebene  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  wird. 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandinngen.  I.  \ 
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Das  Integral 

p+qt  =  I  — —  -  — - , 

dessen  Umkehrung  zwölfdeutig  ist,    bildet    die  Ebene    {^,rj)    in    den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  ein  Netz  ab,  welches  entsteht,  wenn  die 
Oberfläche  eines  Würfels    auf   die  Ebene  (p,q)    unendlich   oft  ausge- 
breitet wird  und  welches  alsdann  diese  Ebene  zwölfFach  bedeckt. 
Durch  die  Substitution 


i+2\/s(^+ fjiy-il  +  riiyf  _ 


i  1-2  \ld(^  +  rjiy-a  +  riiy 

verwandelt  sich  dieses  Integral  in 

1       r       du, 

p  +  qi  = 


=  ^ 


-/^ 


2\/27J  \/^((i'-l)  ' 
so  dass  diese  Abbildung  nur  von  elliptischen  Functionen  abhängig 
ist,  und  zwar  von  den  lemniscatischen  mit  dem  Modul  \J^. 

Die  conforme  Abbildung  auf  die  Kugel  ist  hierbei  eine  derartige, 
dass  alle  Kanten  des  Würfels,  die  Diagonalen  und  Mittellinien  seiner 
Seitenflächen  sich  auf  Theile  grösster  Kreise  abbilden  und  dass  jedem 
Punkte  der  Würfeloberfläche,  welche  man  aus  der  Ebene  {p,  q )  durch 
ZusEgnmenf alten  herstellt,  nur  ein  Punkt  der  Kugel  entspricht  und 
umgekehrt. 

Jeder  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlichen  Abbildung  der  Ober- 
fläche einer  Kugel  auf  eine  Ebene,  bewirkt  durch  eine  Grleichung  von 
der  Form 

Q 

entspricht,  wie  Herr  J.  Weingarten  im  Grelle  -  Borchardt'schen 
Journal  Bd.  62,  S.  160  gezeigt  hat,  eine  bestimmte  Minimalfläche  durch 
die  Grleichungen 


Setzt  man 


von  vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gebildet  wird.  3 

)/l-14:{^  +  r}iy+{^  +  r]iy  =  r  (cos  cp  +  i  sin  (p) , 

wo  also  r,  cos  (p,  sin  cp  algebraische  Functionen  von  |  und  r}  sind ,  so 
findet  man  für  den  Hauptkrümmungsradius  q  der  Minimalfläche  und 
für  die  Differentiale  der  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  die 
Gleichungen 


Q     =  A,.2 


^^=2^[(l-V+r}')(cos2tpcli  +  sm2(pdri)^2lri{sm2(pdi-cos 

%  =  "2;^  [(1+ r--»?' )  (sin  29)  (?|- cos  2g)  (ii?)  -  2|  T?  (cos  2g)  d|  + sin  29)<?7?)], 

^■'^^"2r^t       2|      (cos 295^1  + sin 2g) (??j)      +  2r)  (sin2<;p(?|— cos2g)<Z»^)]. 

Das  Modell  I  (siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  1.)  stellt  dar  einen 
einfach  zusammenhängenden  Theil  M  der  Minimalfläche,  welcher  einer 
Seitenfläche  des  Würfels  entspricht.  Das  Gestell,  die  Umgrenzung, 
ist  aus  schwachem  Draht  gefertigt,  der  in  die  Form  der  Seiten  eines 
räumlichen  Vierseits  AB  C  D  gebogen  ist  und  vier  Kanten  eines 
regelmässigen  Tetraeders  darstellt.  Diese  vier  Geraden  auf  der 
Fläclie  entsprechen  den  Seiten  des  Quadrats.  Das  Flächenstück  selbst 
ist  dargestellt  durch  eine  dünne  Haut  von  Gelatine,  welche  vor  den 
zu  ähnlichen  Zwecken  angewendeten  Lamellen  von  Glycerinseifen- 
wasser  den  Vorzug  der  Beständigkeit  in  trockenem  Zustande  hat. 

Die  Fläche  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Tetraeders  hin- 
durch, in  welchem  sich  die  Mittellinien  desselben,  die  geraden  Ver- 
bindungslinien der  Mitten  seiner  Gegenkanten  schneiden.  Von  diesen 
steht  die  eine  JK  normal  auf  der  Fläche,  während  die  beiden  anderen, 
EF  und  GH,  wie  aus  der  Discussion  der  angegebenen  Gleichungen 
hervorgeht  und  wie  das  Modell  zeigt,  ganz  auf  der  Fläche  liegen;  sie 
entsprechen  den  Mittellinien  des  Quadrats. 

Ein  besonderes  Interesse  erhält  die  Fläche  durch  ihre  Fortsetzung, 
weil  sie  die  Eigenschaft  hat,  aus  lauter  congruenten  Theilen  zu  be- 
stehen, von  denen  einen  ModeU  I  darstellt. 

Indem  man  zwei  Exemplare  des  Modells  I  in  geeigneter  "Weise 
längs  einer  Kante  zusammenhält,  kann  man  sich  überzeugen,  dass 
dieselben  längs  dieser  Kante  in  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebenen haben. 

Sechs   solche  in  einer  Ecke   zusammenstossende  Theile,   welchen 

1* 
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drei,  in  derselben  Ecke  des  Würfels  zusammenstossende  Quadrate  ent- 
sprechen, stellt  das  Modell  II  dar.  (Siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  2.) 
Errichtet  man  auf  den  sechs  gleichseitigen  Dreiecken,  in  welche  ein 
regelmässiges  Sechseck  (2,  4,  6,  8,  10,  12)  durch  seine  drei  Hauptdia- 
gonalen (2 — 8,  4 — 10,  6 — 12)getheilt  wird,  abwechselnd  nach  der  einen 
und  nach  der  andern  Seite  regelmässige  Tetraeder,  so  bilden  die  von 
den  Ecken  des  Sechseckes  ausgehenden  Tetraederkanten,  welche  nicht 
Seiten  desselben  sind,  das  Gestell  für  das  Modell  II. 

Zwei  Exemplare  des  Modells  II,  in  entsprechender  Weise  anein- 
ander gehalten,  zeigen  den  weiteren  Verlauf  der  Fläche. 

Das  Modell  III  (siehe  die  Zeichnung  auf  Taf.  3.)  veranschaulicht, 
wie  sich  die  Fläche  von  den  Ecken  des  Modells  II  aus  fortsetzt,  die 
nicht  Ecken  jenes  Sechseckes  sind,  und  zeigt,  wie  dieselbe  theilweise 
in  sich  zurückkehrt. 

Zwei  gegenüberliegende  Seitenflächen  eines  regelmässigen  Oktae- 
ders fasse  man  als  Grundflächen  desselben  auf  und  denke  sich  auf 
die  anderen  Seitenflächen  desselben  regelmässige  Tetraeder  von  gleich 
langer  Kante  aufgesetzt.  Die  sechs  nicht  in  den  Grundflächen  des 
Oktaeders  liegenden  Kanten  desselben  und  deren  Gegenkanten  in  den 
einzelnen  Tetraedern  liegen  auf  der  Fläche  und  bilden  das  Gestell 
für  das  Modell  III.  Das  durch  zwei  gleichseitige  in  den  Grundflächen 
des  Oktaeders  liegende  Dreiecke  begrenzte,  zweifach  zusammenhän- 
gende Flächenstück ,  welches  durch  dieses  Modell  dargestellt  wird, 
enthält  ausser  den  genannten  Geraden  noch  sechs  Gerade,  Mittellinien 
jener  Tetraeder,  und  liegt  ausserhalb  des  Oktaeders,  in  dessen  inneren 
Raum  die  Fläche  auch  in  ihrer  Fortsetzung  nicht  eintritt.  Denkt 
man  sich  auf  die  beiden  Grundflächen  des  Oktaeders  regelmässige 
Tetraeder  von  gleich  langer  Kante  aufgesetzt,  so  tritt  auch  in  diese 
die  Fläche  nicht  ein.  Von  den  Kanten  d  i  e  s  e  r  Tetraeder  liegt  keine 
auf  der  Fläche.  In  Bezug  auf  die  vier  Seitenflächen  derselben  ist  die 
Fläche  sich  selbst  congruent ;  man  kann  auf  dieselben  wieder  Oktaeder 
aufsetzen,  in  welche  die  Fläche  nicht  eintritt  —  und  erhält  durch 
Fortsetzung  dieser  Construction  einen  kanalförmig  abgegrenzten  Raum, 
der  sich  von  jedem  der  zuletzt  erwähnten  Tetraeder  aus,  sowie  den 
denselben  entsprechenden  Tetraedern,  nach  vier  Richtungen  spaltet, 
im  Endlichen  zum  Theil  in  sich  zurückkehrt  und  sich  nach  jeder 
Richtung  hin  ins  Unendliche  erstreckt.  Dieser  Raum  liegt  auf  einer 
Seite  der  Fläche;  auf  der  anderen  Seite  liegt  ein  ihm  congruenter; 
die  Fläche  tritt  nur  in  die  vom  ganzen  Räume  noch  übrig  bleibenden 


von  vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gebildet  wird.  5 

Tetraeder  ein.  —  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  vollständige  Er- 
füllung des  Raumes  durch  Aneinanderlagerung  regehnässiger  Oktaeder 
und  Tetraeder. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  sich  die  Fläche  in  periodi- 
scher Wiederholung  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  verbreitet, 
ohne  dass  ihre  Continuität  an  irgend  einer  Stelle  unterbrochen  wird 
und  ohne  dass  sie  sich  selbst  schneidet  oder  (reelle)  Knotenpunkte 
bekommt. 


Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfiäche, 


Eine  von  der  Königlichon  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  am  4.  Juli  1867  gekrönte 
PreJsschrift.    Nebst  einem  Nachtrage  und  einem  Anhange. 

Die  physikaliscli-matheniatisclie  Klasse  der  Königlich  Preussisclien 
Akademie  der  "Wissenschaften  hat  für  das  Jahr  1867  folgende  mathe- 
matische Preisfrage  gestellt: 

,,Es   soll  irgend   ein  bedeutendes  Problem ,   dessen  G-egenstand 

„der  Algebra,   der  Zahlentheorie,  Integral-Rechnung,  Geometrie, 

„Mechanik  und  mathematischen  Physik  angehören  kann,  mit  Hülfe 

„der   elliptischen  oder  der  Abelschen  Transcendenten  vollständig 

„gelöst  werden." 
Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  einer,    wie  der  Verfasser 
glaubt,    nicht  ganz  unwichtigen  Aufgabe,    welche   der  Forderung  der 
Akademie  insofern  wenigstens  entspricht ,    als   deren  vollständige  Lö- 
sung mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  erhalten  wird. 

Bei  dem  Versuche,  durch  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebil- 
detes Vierseit  die  kleinste  Fläche  zu  legen,  ergibt  sich,  dass  diese 
Aufgabe  in  gewissem  Sinne  vollständig  gelöst  werden  kann ,  wenn 
dieses  Vierseit  eine  durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende 
Symmetrie-Ebene  besitzt. 

Werden  die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  gleich  lang  angenommen, 
und  jeder  der  vier  "Winkel  als  60°  =  ^n,  eine  Annahme,  welche  der 
Untersuchung  sich  zuerst  darbietet  und  in  gewissem  Sinne  als  ein- 
fachste und  nächstliegende  Specialisirung  der  allgemeinen  Aufgabe 
angesehen  werden  kann  —  von  welchem  Gesichtspunkte  aus  wird  sich 
in  der  Folge  herausstellen ,  —  so  ergibt  sich ,  dass  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Minimalfläche  sich  durch 
elliptische  Integrale  ausdrücken  lassen,  deren  obere  Grenzen  einfache 
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algebraische  Functionen  zweier  unabhängigen  Variabein  sind,  sondern 
dass  auch  die  analytische  Gleichung  der  Fläche  selbst  sich  durch 
elliptische  Functionen  der  Coordinaten  rational  ausdrücken  lässt. 

Der  vorliegende  Fall  scheint  einer  der  ersten  zu  sein,  in  welchem 
Betrachtungen,  die  von  einer  gegebenen  ßegrenzungslinie  ausgehen, 
in  Verbindung  mit  der  Theorie  der"  elliptischen  Functionen  zu  einer 
analytischen  Gleichung  der  durch  diese  Begrenzungslinie  gehenden 
Minimalfläche  führen. 

Dieser  Umstand   ermuthigte  den  Verfasser,    veranlasst  durch  die 
für   das  Jahr  1867    gestellte  mathematische  Preisfrage,    die   nachste- 
hende Arbeit  der  Königlichen  Akademie  vorzulegen. 
Der  erste  Theil  derselben  beschäftigt  sich 

mit  der  Untersuchung  einer  Minimalfläche ,  welche  durch  vier 
Kanten  eines  räumlichen  Vierseits  geht,  innerhalb  desselben 
einfach  zusammenhängt  und  keinen  singulären  Punkt  besitzt, 

ferner 
mit  der  Integration  der  durch  die  vorangegangene  Untersuchung 
sich  ergebenden  Differentialgleichung  für  den  angegebenen  ein- 
fachsten Fall. 
Der  zweite  Theil  enthält 

die   Anwendung    der    Theorie    der    elliptischen   Functionen   auf 
diesen  speciellen  Fall ,  sowie  einige  besondere  Untersuchungen, 
zu   welchen    derselbe  Veranlassung    gibt  und   durch  welche  die 
Lösung  der  Aufgabe  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  wii'd. 
Der   ganzen  Untersuchung  werden   zu  Grunde   gelegt  die  für  die 
Theorie    der  Minimalflächen    fundamentalen    Entwickelungen ,    welche 
Herr  W'C  i  e  r  s  t  r  a  s  s  in  dem  Monatsbericht  der  Akademie  vom  October 
1866  veröffentlicht  hat.     Die  in  dem  ersten  Theile  dieser  Mittheilung 
[S.  612—625],    welcher   bis  jetzt   allein  vorliegt,   enthaltenen  Sätze 
werden  im  Folgenden  als  bekannt  vorausgesetzt  und  wird  durch  An- 
gabe der  Seitenzahl  auf  dieselben  verwiesen  werden. 


Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläclie. 


Erster  Theil. 

Es  sei  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebildetes  räumliches  Vier- 
seit  AB  CT)  gegeben,  welches  eine  durch  die  Ecken  A  und  C  gehende 
Symmetrie-Ebene  besitzt.     Durch  dasselbe  sei  eine  Minimalfläche  gelegt. 

Es  wird  angenommen,  das  gegebene  Vierseit  begrenze  auf  dieser 
Fläche  ein  in  seinem  Innern  von  singulären  Stellen  freies,  einfach  zu- 
sammenhängendes Stück  derselben,  welches  mit  M  bezeichnet  werden 
möge.  Ferner  wird  angenommen,  dass  bei  der  getroiFenen  Voraus- 
setzung über  die  Grestalt  des  gegebenen  Vierseits  die  Symmetrie-Ebene 
der  Begrenzungslinie  von  M  zugleich  eine  Symmetrie  -  Ebene  des 
Flächenstücks  M  selbst  sei.  ^)*) 

Dieses  vorausgesetzt ,  denke  man  sich  das  betrachtete  Flächen- 
stück M  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet  auf  eine  Halb- 
ebene w,  in  der  die  imaginären  Theile  der  complexen  Grösse  u  positiv 
sind  (Fig.  1.),  so  dass  der  Umgrenzungslinie  der  Fläche  in  der  Ebene 
die  Axe  des  Reellen  entspricht.  —  [A.  a.  0.  S.  612.] 

Fig.  1. 


Diese  Halbebene  möge  die  obere  heissen  und  der  geometrische 
Ort  der  Grösse  u  sein;  die  andere,  untere  Halbebene  sei  der  geo- 
metrische Ort  der  zu  u  conjugirten  complexen  Grösse  u^. 

Die  vier  Punkte,  welche  den  Ecken  A,  B,  C,  D  der  Fläche  ent- 
sprechen, seien  w^, ,  u^2^ ,  u^^^ ,  w,,,.  Liegen  dieselben  alle  vier  im  End- 
lichen, so  entspricht  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Halbebene  u 
einem  Punkte  der  Fläche,  in  welchem  sie  den  Charakter  einer  algebrai- 
schen Fläche  hat ;  derselbe  ist  dann  im  engeren  Sinne  kein  singulärer. 

*)  Diese  Nummern  beziehen  sich  auf  die  in  dem  Anhange  zu  dieser  Abhand- 
lung enthaltenen  mit  denselben  Nummern  bezeichneten  Anmerkungen. 
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"Wird   die  Halbebene  u  durch  die  rationale  Function  ersten  Grades 

V  = -^   auf  eine  Halbebene  v   in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 

abgebildet,  so  entsprechen  den  Punkten  u  =  w^),  u^^■,,  u^s^,  u^^^  beziehlich 
die  Punkte  v  =  0,  v^^^,  oo,  v^^y  (Fig.  2.)    Es  ist  zu  erwarten,  dass  bei 

Fig.  2. 


CO  ■< —  Vtn) 


dieser  Abbildung  der  Durchschnittslinie  der  Minimalfläche  mit  ihrer 
Symmetrie-Ebene  eine  durch  den  Punkt  v  =  0  gehende,  auf  der  Axe 
des  Reellen  senkrechte  Gerade  entsprechen  wird,  während  je  zwei 
Punkten  der  Fläche ,  welche  in  Bezug  auf  die  Symmetrie-Ebene  sj^m- 
metrisch  sind ,  in  der  Abbildung  zwei  Punkte  entsprechen ,  welche  in 
Bezug  auf  diese  Gerade  sj-mmetriscli  sind.  Es  wird  daher  angenom- 
men, dass  die  vier  singulären  Punkte  eine  solche  gegenseitige  Lage 
haben,  dass  v^^■^  =  —i\^^  ist,  oder  dass 


^a-Ug,      ^  M(2)-^(l,       -g^^ 


u,,,—u, 


'(2)         '^(3) 


Die  Formeln  des  Herrn  "W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s  sind  nun  [a.  a.  0.  S.  616] 
X  ^  x,+  ^  f(G'  {u)-H'  (u))  du, 

y  =  yo+^  fi{G' (u)  +  H' {u))du, 

^  =  ^^+mf2G{u)H(u)du, 

«0 

wo  mit  Uq  irgend  ein  bestimmter  Punkt  der  oberen  Halbebene  be- 
zeichnet ist,  welchem  der  Punkt  x^,  y^^  e^  der  Fläche  entspricht,  und 
wo  der  vorgesetzte  Buclistabe  9i  andeutet,  dass  nur  der  reelle  Theil 
der  folgenden  Function  genommen  werden  soll. 

Es  mögen  diese  Formeln  folgendermassen  geschrieben  werden: 
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■"(0)  «<1(0) 

z'  =  ^•^+  1  r  2  6^  (w)  //  (m)  du    +  l  f  "2.0,  {u;)  H^  (mJ  du,, 

W(0)  «1(0) 

worin  Mj,  u^^^■^,  G/^u,) ,  H,{u,)  die  conjugirten  Werthe  zu 

M,  W(o),  Cr(M),  H{u)  bezeiclmen.  Die  Veränderlichkeit  von 
u  ist  auf  die  obere ,  diejenige  von  u,  auf  die  untere  Halbebene  be- 
schränkt. 

Die  Functionen  (t(m),  H{u),  G,{u,),  H,{u,)  haben  für  alle  "Werthe 
ihrer  Argumente  den  Charakter  ganzer  rationalen  Functionen ,  mit 
Ausnahme  der  Werthe  u^^),  u^^^,  u^^^  und  w^^,. 

Es  ist  nun  die  Bedingung  aufzustellen ,  welcher  diese  Functionen 
genügen  müssen,  damit  den  Strecken  m^,  •  •  •  u^^^ ,  u^^^  >  •  •  u^^^,  u^^^  •  •  •  u^^^ 
und  ^((^)  •  •  •  ll^^^  der  Axe  des  Reellen  auf  der  Fläche  gerade  Linien  ent- 
sprechen, welche  sich  unter  den  vorgeschriebenen  Winkeln  an  ein- 
ander anschliessen. 

Die  Axe  des  Reellen  gehört  sowohl  zu  dem  Gebiete  von  u  als  zu 
dem  von  u,,  auf  derselben  ist  w^  =  u  und  du,  =  du. 

Die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  der  Strecke  w^,,  •  •  •  u^^.^  ent- 
sprechende Seite  AB  des  gegebenen  Vierseits  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet ,  seien  a ,  ß ,  y,  das  Linienelement  der  Fläche  werde  mit 
dl  bezeichnet,  so  müssen,  wenn  der  Grösse  u  nur  solche  Werthe  bei- 
gelegt werden,  welche  der  Strecke  w^,  •  •  •  u^^^  angehören,  und  u,  =  u, 
du,  =  du  gesetzt  wird ,  die  Gleichungen  bestehen 

dx  =  adl,       dy  =  ßdlt       ds  =  ydl. 

Es  ergibt  sich  dl  =  {GG,+  HH,)du. 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

G'-H'+G\-H\  =  2a{GG,+  HH,), 

iiG'+ir)-i{G\  +  Hl)  =  2ß{GG,+  HH,), 

2GH+2G,H,  =  2y{GG,  +  HH,). 

TT  IT 

Wird  -^  =  s ,    -—^  =  s,  gesetzt  [a.  a.  0.  S.  618],  wo  also  s  und 

s,  conjugirte  Grössen  sind,  so  folgt 

a\l-s')+  Glil-sl)  =  2aGG,il+ss,), 

iG'{l+s')-iGl{l+sl)  =  2ßGG,{l+ss,), 

2G's  +  2Gls,  =  2yGG,{l+ss,). 


Bestimmung  eiuer  specielleu  Minimalfläche.  1] 

Die  Eliminationsgleichimg  für  diese  in  Bezug  auf  G  und  G^  ho- 
mogenen Gleichungen  ist 

ß     i(l+6'^)     -i{l+sl) 
y  2s  2s. 


oder 


2iiss,+i)\ais  +s,)  +  ß^-j^  +  y{ss-l)\   =  0. 


Dor  Factor  ss^+i   wird   für  conjugirte  Werthe  von  s  und  s^  nie- 
mals gleich  Null. 
Die  Gleichung 

a{8  +  s,)+ß^^  +  y{ss,-l)  =  0 

i.st   in   Bezug    auf  s  und  in  Bezug  auf  s^   vom   ersten   Grade.     Als 
Gleichung    einer   reellen    Curve    angesehen    (wobei   — ^— i-  und 


2  2i 

die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve 
sind),  stellt  dieselbe  einen  Kreis  dar,  welcher  den  um  den  Punkt 
s  =  0  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreis  in  zwei  diametral 
gegenüberliegenden  Punkten  schneidet  und  dem  daher  bei  der  Pro- 
tection auf  die  Kugel  [a.  a.  0.  S.  618]  ein  grösster  Kugelkreis 
entspricht. 

Zunächst  gelten  diese  Gleichungen  nur  für  die  Strecke  ^l^^,  •  •  •  u^.^.. 
Für  die  folgende  Strecke  ^l^2,  •••  ll^^^  nehmen  die  Constanten  cc,  ß,  y 
andere,  von  der  Richtung  der  folgenden  Seite  des  gegebenen  Vierseits 
abhängende  Werthe  an,  so  dass  für  diese  Strecke  zwischen 

H       ,  H, 

s  =  -PT  und  s,  =  "7^ 

Cr  Ctj 

wieder  eine  Gleichung  ersten  Grades  besteht,  welche  jedoch  von  an- 
deren Constanten  abhängt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt 

clx  +  idy  =  {G\-lP)du  =  (a  + ßi)GG,{l+ss,)du , 
dx-idy  =  {G'-Hl)du  =  {a- ßi)GG,{l+ss,)du , 

mithin  ist  längs  der  Strecke  m^,  •  •  •  m,^, 

{a-ßi){Gl-H')  =  {a+ßi){G'-H\). 

\'('i'möge  diese]'  Glei(^hung  ist  der  Quotient  —   als  Function  von 


■^2  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche. 

s  und  s^   bestimmt.    Wird   nämlich  H  =  G-s,    H^  =  G^- s^  gesetzt, 
so  ergibt  sich 

Gl  _   a  +  ßi  +  ia  —  ßi)s' 
G'   ~   a-ßi  +  la  +  ßi)sl' 

Nun  ist  in  Folge  der  zwischen  s  und  Sj  bestehenden  Grleichung 


y-(a-ßi)i 

a  +  ßi  +  ys 
(a'-^ß'+f){a  +  ßi  +  ia-ßi)s') 


^'  a  +  ßi  +  ys   ' 


a-ßi+(a  +  ßi)sl=  (^a  +  ßi  +  rsy 

und  daher,  weil  a^+  ß''+  y*  =  1 , 

Wird  also 

gesetzt,  so  ergibt  sich  ans  der  letzten  Formel,  dass  längs  der  Strecke 

^^1)  '  •  •  ^(2)  ^i(*'i)  =  ^(*<)  zusetzen  ist,  d.  h.  die  Function  0{t()  stimmt 

auf   einem  Theile   der  Axe   des  Reellen   mit   ihrer   conjugirten    ^^(m) 

überein,  —  ihr  Werth   ist   demnach   längs    der  ganzen  Strecke   reell. 

Derselbe   Schluss   lässt  sich  für  jede  Strecke    der  Axe    des  Reellen 

ds 
machen ,    mithin   stimmt   die  Function  -/  G^-  -,—  längs  der  ganzen  Axe 

(tu 

des  Reellen  mit  ihrer  conjugirten  überein.  Wenn  daher  das  Grebiet 
der  Veränderlichkeit  von  ti  über  die  Axe  des  Reellen  hinaus  auf  die 
untere  Halbebene  ausgedehnt  wird,  so  ist  die  Function  (^^(Wi)  die  ana- 
lytische Fortsetzung  der  Function  C&(«*),  oder  es  ist  für  alle  Werthe 
von  u   ^i(u)  =  0(w).^) 

Da  diese  Function  in  beiden  Halbebenen  eindeutig  erklärt  ist, 
längs  der  Axe  des  Reellen  nur  reelle  Werthe  hat ,  mithin  auch  in 
der  Umgebung  jedes  singulären  Punktes  der  Axe  des  Reellen  ein- 
deutig fortsetzbar  ist,  so  ist  die  Function  ^(u)  überhaupt  eine  ein- 
deutige analytische  Function  ihres  unbeschränkt  veränderlichen  Argu- 
mentes. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Variable  s  in  geeigneter  Weise 
durch  eine  analytische  Gleichung  als  Function  von  u  zu  definiren. 
Zu  diesem  Zwecke  möge  ein  aus  der  Grösse  s,  beziehungsweise  aus 
den  in  Bezug  auf  die  Grösse   u  genommenen  Ableitungen  der  Grösse 
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s  zusammengesetzter  Ausdruck  ^'■(5)  =  F{u)  aufgesucht  werden, 
welcher  für  alle  Punkte  der  Axe  des  Reellen  mit  seinem  coujugirten 
?r(sj  =  -Fi(«i)  übereinstimmt  und  für  alle  im  Innern  der  oberen 
Halbebene  liegenden  "Werthe  von  u  den  Charakter  einer  rationalen 
Function  hat. 

Diese  Function  F(ti)  ist  für  reelle  "Werthe  von  u  nothwendig 
reell,  in  der  Umgebung  jedes  singulären  Punktes  der  Axe  des  Reellen 
eindeutig  fortsetzbar  und  daher  eine  eindeutige  Function  von  u,  wenn 
das  Gebiet  dieser  veränderlichen  Grösse  auf  die  ganze  Ebene  ausge- 
dehnt wird.  Mithin  ist  für  alle  Werthe  von  ii  F^{iC)  =  F(ii)^  also 
auch  WJ^s)  =   W{s). 

Wenn  nun  s  und  s^  zu  demselben  reellen  Werthe  von  u  gehören, 
so  muss  ^(s)  =  5^1  (^i)  =  ^(5,)  sein.  Die  Grösse  s^  ist  längs  jeder 
einzelnen  der  vier  von  den  singulären  Punkten  gebildeten  Strecken 
eine  rationale  Function  ersten  Grades  von  s,  während  die  Constanten 
dieser  Function  für  die  verschiedenen  Strecken  verschieden  sind. 

Um  von  diesen  Constanten  unabhängig  zu  werden,  wird  die  Auf- 
gabe gestellt,  einen  aus  der  Grösse  s,  beziehungsweise  den  Ablei- 
tungen derselben  gebildeten  Ausdruck  zu  bestimmen ,  welcher  unge- 
ändert  bleibt,  wenn  für  das  Argument  5  irgend  eine  rationale  Function 

C  s -\-C 

ersten  Grades  von  5,  -— ~  mit  constanten  Coefficienten  gesetzt  wird. 

G3S+  G, 

Eine   solche  Function   wird    erhalten,    wenn  s  als  Function  der 

unabhängigen  Variablen    u   angesehen    wird   und   aus    der    Function 

t  =  ~        ^    die  Constanten   nach   und  nach  durch  Differentiation 

C3S  +  C, 

entfernt  werden.    Dies  ergibt  den  Ausdruck') 

d^    1       ds        ,  f  d   ,       ds  V         „„ .       . 

Man  setze  W{s,ii)  =  ^F{s)  =  F(u).  Diese  Function  von  u  ist 
für  alle  Punkte  der  oberen  Halbebene  und  der  Axe  des  Reellen  mit 
Ausnahme  der  singulären  eindeutig  definirt.  Die  conjugirte  Function 
F^{u^)  ist  in  gleicher  Weise  für  alle  Punkte  der  unteren  Halbebene 
eindeutig  definirt  und  stimmt  für  alle  Punkte  der  Axe  des  Reellen 
mit  F{u)  überein.  Die  Function  F{u)  ist  mithin  in  der  Umgebung 
jedes  Punktes  eindeutig  fortsetzbar  und  ist  deswegen  eine  emdeutige 
Function  von  u. 
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Hiernach  ergeben  sich  folgende  Formeln*) 

.   1-s' 


\du/ 


während 

eindeutige  Functionen  von  m  sind,  die  für  reelle  "Werthe  von  u  gleich- 
falls reell  sind. 

Die  Differentialgleichung  ^(s)  =  F(u)  muss  sich  so  integriren 
lassen ,  dass  die  für  reelle  Werthe  von  u  zwischen  der  Grösse  s  und 
der  conjugirten  s^  bestehende  bilineare  Grieichung  die  Form 

a(s  +  sJ  +  ^-^^  +  y(ss,-l)  =  0 

hat,  wo  a,  ß,  y  reelle  Zahlen  bedeuten,  welche  für  alle  "Werthe  von 
u  längs  jeder  der  vier  durch  die  singulären  Punkte  gebildeten  Strecken 
der  Axe  des  Reellen  constant  sind. 


Es  möge  nun  gesetzt  werden 

wo   ö   eine  reelle  Zahl,   m   eine  positive   oder   negative   ganze  Zahl 
bedeutet. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 


X  =  ~m  fi {u-^- u-^ ) M'"^^ du, 

y    =    }^<^C_^u-^j^U^)u-^'dl 

IS  =  —^  ßiu'^^'du. 
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Soll  dem  Werthe  m  =  0  ein  im  Endliclien  liegender  Punkt  der 
Fläche  entsprechen,  so  müssen  diese  Integrale  für  u  =  0  endlich 
bleiben.     Diese  Bedingung  ergibt 

-d  +  m+l>— 1,         d  +  m+l>— 1,        m+l>—l. 
Der   kleinste  Werth,    den  m  haben  kann,  ist  —1.     Der  Exponent  S 
darf  seinem    absoluten   Betrage  nach    m  +  2   weder    erreichen ,    noch 
übersteigen. 

Wird  zu  Polarcoordinaten  übergegangen  und  «<  =  r  •  e*'',  u^  =  r-  e"''' 
gesetzt,  wo  q)  alle  zwischen  0  und  n  liegenden  Werthe  annehmen 
kann,  so  ergibt  sich 


x  +  yi  =  —^r'"'-'-e^ 


r" 


.+(f,  r,(m+2)(pi 


S      w  +  2 


»1  +  2  +  ^     '      w  +  2  — cT 


Ist  nun  d  positiv,  so  ist  für  r  <:  1    ^^^        _  ^  grösser  als    ^^  . 

Für  kleine  Werthe  von  r  ist  bis    auf  Grrössen  mit  dem  Factor  r"'"*"^"^^ 

r4.ni  — -•. - -(.n+2-äm 

Wenn  u  einen  Halbkreis  mit  kleinem  Radius  r  um   den  Punkt 
u  =  0  beschreibt,    so  beschreibt  x  +  yi  näherungsweise  einen  Kreis- 

-^  ^m+2-S 

bogen ,    dessen  Radius   gleich  -^ •  ^        ^^  und  dessen  Centriwinkel 

gleich  (m  +  2— d)jr  ist  und   zwar  ist   der  Sinn   der  Drehung  hierbei 
der  entgegengesetzte. 

Dem  Werthe  ^  =  0,   der  positiven  Hälfte  der  Axe  des  Reellen, 
entspricht  die  Gerade 


x  +  yi  —   -^r\^-  ^  2— <f  +  m  +  2  +  ifJ 


dem  Werthe  (p  =  7t,  der  negativen  Hälfte  der  Axe  des  Reellen,  ent- 
spricht die  Grerade 

^+y^  —  ^     e  \m+2-if^  m  +  2+dJ'        ^  ^' 

dieses  sind  also   zwei  in  der  Ebene  ^  =  0  enthaltene  gerade  Linien, 

von  denen  die  erste  mit   der  zweiten  den  Winkel  (m  +  2—ö)jt  bildet. 

In  dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0,  js^O  schliesst  sich  unter  allen 
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Ebenen  die  Ebene  ^^  =  0  der  Fläche  am  innigsten  an,  denn  die  Coor- 
dinate  z  eines  Punktes  der  Fläche  ist  für  kleine  Werthe  von  r  von 
der  Ordnung  der  Grösse  r'""^^,  x  +  yi  ist  dagegen  von  der  Ordnung  der 
Grösse  r^"'-^. 

Die  Gleichung 


^«•+2 


d      m-^2 


fJm-\-i)rpi g-(m+2)iiPJ\     __     Q 


wird  identisch  befriedigt  für  jeden  Werth  von  (p,  welcher  der  Gleichung 
{m  +  2)  g)  =  nit  genügt ,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Dies  zeigt  an, 
dass  es  zwischen  den  beiden  Werthen  g?  =  0  und  cp  =  n  noch  m  + 1 
Werthe  für  (p  gibt,  für  welche  die  Gleichung  ^  ==  0  identisch  be- 
friedigt wird.  Diesen  entsprechen  w  +  1  gerade  Durchschnittslinien 
der  Fläche  mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  aj  =  0,  ?/  =  0,  ^  =  0. 
In  den  m  +  2  durch  dieselben  gebildeten  Sectoren  ist  z  abwech- 
selnd positiv  und  negativ;  die  erwähnten  Geraden  sind  demnach  ei- 
gentliche Schnittlinien  der  Fläche  und  der  Tangentialebene.  Soll  nun 
die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangentialebene  liegen, 
während  (p  von  0  bis  tc  wächst,  und  dies  ist  die  einfachste  Annahme, 
so  muss  m  ==  —1  gewählt  werden.  Unter  dieser  Annahme  ist  d  eine 
zwischen  0  und  +1  liegende  Zalil  und  der  Winkel 

ist  kleiner  als  7t.  — 

Die  angegebenen  Formeln  zeigen,  wenn  m  =  —1  gesetzt  wird, 
dass  je  zwei  Punkte  der  Fläche,  welche  den  Annahmen 

r  =  r,,       (p  =  \7t-(p,,     und     r  =  r„ ,       cp  =  ^7t  +  (p^ 

entsprechen,  in  Bezug  auf  eine  Ebene,  welche  auf  der  Tangential- 
ebene senkrecht  steht  und  den  Winkel  {1—8)%  hälftet,  symmetrische 
Punkte  sind.  Diese  Ebene  ist  demnach  eine  Symmetrie  -  Ebene  der 
Fläche. 

Wird  die  Fläche  um  den  Punkt  a:  =  0,2/  =  0,^  =  0  herum 
fortgesetzt ,  d.  h.  werden  der  Grösse  tp  auch  negative  Werthe  beige- 
legt, sowie  solche,  die  grösser  sind  als  7t,  so  ergibt  sich,  dass  je  zwei 
Punkte  der  Fläche,  welche  den  Annahmen 

r  =  r„,       (p  =  Jr(p,     und     r  =  r,,       (p  =  -95, 
entsprechen,   in  Bezug  auf  die  Gerade,    welche   dem  Werthe  (p  =  0 
entspricht,  symmetrisch  liegen,  dass  also  diese  Gerade  eine  Symmetrie- 
axe  der  Fläche  ist.  ^) 
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Für  die  Annalimen  r^  =  r^,  <p^  =  2jt  +  (pf^  ergibt  sich 

in  Worten:  Durch  eine  Drehung  der  Fläche  um  die  ^-Axe  und  zwar 
um  den  Winkel  2(1  — d)  7t  in  negativem  Sinne  gelangt  die  Fläche  mit 
sich  selbst  zur  Deckung. 

Ist  nun  d  eine  Irrationalzahl,  so  wird  die  Fläche  sich  um  den 
singulären  Punkt  unendlich  oft  herumwinden,  ohne  sich  zu  schliessen. 

Dagegen  wird  dieselbe ,  wenn  d  eine  rationale  Zahl  ist,  d  =  — ,  wo 

2)  und  q  ganze  Zalilen  bedeuten ,  welche  keinen  gemeinsamen  Factor 
haben,  nach  q  Umläufen  von  u  um  den  Punkt  m  =  0  in  sich  selbst 
übergehen.  Es  hat  hierbei  x  +  yi  in  entgegengesetzter  Richtung  q—p 
Umläufe  um  den  Punkt  x  +  yi  =  0  gemacht  und  der  Punkt  x  =  0, 
?/  =  0,  0  =  0  ist,  wenn  q—p>l,  ein  (g-— p— l)facher  Windungs- 
punkt der  Fläche. 

Soll  also  die  Fläche  nicht  die  Singularität  eines  Windungspunktes 
besitzen,  so  ist  j)  =  q—1  zu  setzen. 

Die  einfachsten  Annahmen  sind  hiernach  q  =  2  und  q  =  3. 

Bei  der  ersten  Annahme  hat  die  Fläche  keine  Singularität  in  dem 
betrachteten  Punkte;  die  Tangentialebene  ^^  =  0  enthält  zwei  sich 
rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  der  Fläche,  welche  in  diesem 
Punkte,  wie  jede  Minimalfläche  in  allen  nicht  singulären  Punkten,  eine 
sattelförmige  Gestalt  besitzt.  Die  beiden  Greraden  sind  Symmetrie- 
axen  der  Fläche  und  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  die  Normale 
der  Fläche  gehen  und  die  Winkel  der  Greraden  halbiren ,  sind  Sym- 
metrie-Ebenen der  Fläche. 

Aehnlich  verhält  es  sich  in  dem  FaUe  q  =  d,  p  =  2.  Die  Tan- 
gentialebene schneidet  aber  aus  der  Fläche  drei  Gerade  aus,  welche 
sich  unter  Winkeln  von  60°  schneiden.  Die  Fläche  liegt  abwechselnd 
auf  der  einen  und  auf  der  andern  Seite  der  Tangentialebene,  die  Ge- 
raden sind  Symmetrieaxen ,  die  Ebenen ,  welche  die  Winkel  zweier 
benachbarten  Geraden  halbiren  und  die  Normale  der  Fläche  enthalten, 
sind  Symmetrie-Ebenen  der  Fläche. 

Aus  der  obigen  Annahme  für  s  und  0(u)  erhält  man  ein  allge- 
meineres Flächenelement  mit  derselben  wesentlichen  Singularität,  wenn 

man  setzt 

s  =  u^  {a^+a,u  +a,w'-|-  •  •), 

während  zugleich  alle  Constanten  a  und  b  reelle  Werthe  haben. 

Schwarz,  Gesammelto  Abhandlungen.  I.  Z 
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Unter  dieser  Voraussetzung  entsprechen  der  Axe  des  Reellen 
in  der  *<- Ebene  zwei  unter  dem  Winkel  (1 — d)jr  sich  schneidende 
gerade  Linien,  welche  Symmetrieaxen  der  entstehenden  Fläche  sind. 

Sind  die  Coefficienten  derjenigen  in  den  Klammern  stehenden 
Potenzen  von  u,  deren  Exponenten  ungrade  Zahlen  sind,  sämmtlich 
gleich  Null ,  so  bleibt  auch  die  Eigenschaft  der  Fläche  erhalten, 
Symmetrie  -  Ebenen  zu  besitzen,  welche  die  Normale  der  Fläche  ent- 
halten und  den  Winkel  zweier  auf  einander  folgenden  Geraden  halbiren . 


In  der  Folge  wird  angenommen  werden ,  dass  die  gesuchte  Mi- 
nimalfläche  in  den  Ecken  die  Beschaffenheit  habe,  welche  durcli  Func- 
tionen der  im  Vorhergehenden  angegebenen  Natur  analytisch  ausge- 
drückt wird. 

Es  bleibt  noch  zu  untersuchen,  welche  Natur  die  Function  0{u) 
für  unendlich  grosse  Werthe  von  u  hat. 

Für  u  =  oo  hat  s  den  Charakter  einer  rationalen  Function,  weil 
dem  Punkte  u  =  co  nach  der  Annahme  ein  nicht  singulärer  Punkt 
der  Fläche  entspricht. 

Die  Normale  der  Fläche  sei  in  diesem  Punkte  nicht  parallel  der 
5"- Axe;  dann  gilt  für  unendlich  grosse  Werthe  von  u  eine  Entwicke- 
lung  von  der  Form 

in  welcher  a.    von  Null  verschieden   ist.     Wird  für  —    die  Grösse  v 
^  u 

eingeführt,  so  ergibt  sich 

\duJ  \dvJ\duJ  \dv  J 

ds 

-j-  ist  aber  endlich  für  v  =  0,    damit  also  dem  Werthe  t?  =  0  ein 

im  Endlichen   liegender  bestimmter   und   nicht  singulärer  Punkt  der 

Fläche  entspreche,  muss  sich j —  für  limz;  =  0   einer  endlichen 

bestimmten  Grenze  nähern,  d.  h.  die  Function  0  (w)  wird  für  unendlich 
grosse  Werthe  von  u  unendlich  klein  von  der  Ordnung  der  Grösse  —f- 
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Die  einfachste  Annahme,  welche  für  die  Function  ^(m)  gemacht 
werden  kann,  wenn  dieselbe  in  jedem  singulären  Punkte  unendlich 
gross  erster  Ordnung  und  für  «  =  oo  unendlich  klein  vierter  Ord- 
nung werden  soll,  ist  daher 


0{u) 


Was  nun  die  Function 

anbetrifft,  so  hat  dieselbe,  wenn  wie  oben 

s  =  u'^(a^+a^u  +  '-) 

gesetzt  wird,  für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen 
Werthe  von  u  die  Entwickelung 

in  welcher  die  Coefiicienten  C  rational  und  mit  reellen  Zahlencoefii- 
cienten  aus  den  reellen  Grössen  a  und  der  Zalil  d  zusammengesetzt 
sind;  sie  sind  mithin  reell. 

In  dem  Falle  der  Symmetrie  verschwinden  in  dieser  Entwickelung 
alle  Glieder,  welche  Potenzen  von  u  mit  ungradem  Exponenten  ent- 
halten, und  es  ist 

F{-u)  =  F{u). 

Diese  Entwickelungen  bleiben  bestehen ,  wenn  statt  s  eine  ra- 
tionale Function  ersten  Grades  von  s  gesetzt  wird,  was  in  dem  hier 
zu  betrachtenden  Falle  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  x,  y,  z 
gleichkommt.  ^) 

"Werden  daher  in  den  vier  Ecken  nur  solche  Singularitäten  zuge- 
lassen, wie  die  betrachteten,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  die  vier 
singulären  Punkte  W(„,  Wf,,,  W(8))  ^c«  die  einzigen  Verzweigungspunkte 
in  dem  betrachteten  Gebiete  sind,  so  wird  F{u)  in  dem  betrachteten 
Gebiet  für  keinen  endlichen  Werth  von  w  mit  Ausnahme  der  singu- 
lären unendlich  gross. ') 

Für  unendlich  grosse  Werthe  von  u  beginnt  die  Entwickelung 
von  F(?<)  nach  Potenzen  von  xi"^  mit   einem  Gliede   von  der  Ordnung 

2* 
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u~*,  wenn  der  unendlicli  grosse  Werth  von  u  kein  singulärer  ist.     Ist 
dagegen  dieser  Wertli  ein  singulärer  und  hat  s  die  Entwicklung 


'•"'■G«+^-- ¥  +  ••)' 


so  beginnt  die  Entwickelung  von  F{u)  mit  dem  Gliede  — 0— 2— • 

Im  vorliegenden  Falle  eines  räumliclien  Vierseits  ist  hiernacli  die 
Function  F{u)  eine  rationale  Function,  deren  Nenner  das  Product 
[(w— M(i))(w— W(2))(w— W'(8))(w— W(4))f  und  deren  Zähler  eine  ganze  Func- 
tion vierten  Grades  von  u  ist. 

Die  Constanten  derselben  sind  dadurch  bestimmt,  dass  die  Func- 
tion F{u)  in  den  singulären  Punkten  die  vorgeschriebenen  Entwicke- 
lungen  besitzen  und  bei  geeigneter  "Wahl  der  unabhängigen  Variablen  u 
in  den  Punkten  u^^)  und  w^g,  der  Symmetriebedingung  genügen  muss. 

"Werden  beispielsweise  zu  singulären  Punkten  gewählt  v  =  0,  +1, 
00 ,  —  1  und  sind  die  entsprechenden  "Winkel  des  "V^ierseits  Ä  B  C  D 
beziehlich  a^jt,  cc^jt,  a^Jt,  a^TC,  so  ist  zu  setzen  d,  =  1  — «j,  d^  =  1  — «2, 

^3  =  1  —  «3  , 

Aus  den  bekannten  Anfangsgliedern  der  für  die  Umgebungen  der 
"Werthe  v  =  0,  00,  ±1  geltenden  Entwickelungen  der  Function  F{v) 
ergibt  sich 

1—d^  1—ä^  ö^4-d^ 


Die  Differentialgleichung  W{s)  =  F{u),  in  welcher  die  Function 
F{u)  auf  die  angegebene  "Weise  bestimmt  ist,  sei  jetzt  zur  Integration 
vorgelegt.  Es  handelt  sich  also  darum,  eine  hinreichende  Anzahl  von 
Eigenschaften  ihres  Integrals  zu  ermitteln. 

Nach  der  Entstehungsweise  der  Function  W{s ,  u)  (siehe  oben 
S.  13)  bleibt  ^(s)  als  Function  von  u  ungeändert,  wenn  für  s  eine 
rationale  Function  ersten  Grades  von  s  mit  constanten  Coefficienten 
gesetzt  wird.     Ist    daher  s  ein   particuläres  Integral   der  vorgelegten 

Differentialgleichung,  so  ist  auch  t  =  -~ -—  ein  Integral  und  zwar 

Gg  s  -1-  G^ 

das   allgemeine  Integral    der   Differentialgleichung,    denn    es   enthält 
ebensoviele   willkürliche  Constanten,  wie  die  Ordnungszahl  der  Diffe- 
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rentialgleicliung  Einheiten,  nämlicli  drei.  Zur  allgemeinen  Integration 
der  Diifereutialgleicliiing  genügt  daher  die  Auffindung  eines  particu- 
lären  Integrales. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  bleibt  im  "Wesentlichen  auch 
ungeändert,  wenn  statt  des  Argumentes  u  eine  rationale  Function 
ersten  Grades  desselben  als  neue  unabhängige  Variable  eingeführt 
wird.  Es  gilt  nämlich,  wenn  v  eine  rationale  Function  ersten  Grrades 
von  u  ist,  die  identische  Gleichung 


''(^■»)  =  (^>(^''')- 


Aus  der  Differentialgleichung 

folgt,    dass  für  alle  der  oberen  Halbebene   angehörenden  Werthe  von 

ii,  mit  Ausnahme  der  singulären,  die  Function  -^  log  -5—  den  Charakter 

einer  rationalen  Function  hat,  und  dass,  wenn  diese  Function  für  einen 
nicht  singulären  Werth  u  =  u^  unendlich  gross  wird,  die  nach  Po- 
tenzen von  u—Uq  fortschreitende  Entwickelung  derselben  die  Form 
haben  muss 

du     ^  du  u—u^        '^ 

In  jedem  andern  Falle  würde  nämlich  die  Function  ^(s)  für 
u  =  Ug  unendlich  gross  werden,  während  die  Function  F(u)  in  der 
Umgebung  jedes  nicht  singulären  Werthes  von  u  den  Charakter  einer 
ganzen  Function  besitzt. 

Die  Annahme 

d  ,      ds  -2      .     ,  ,  , 

-3—  log  -5—  = H  c,(w— wj  +  •  • 

du     ^  du  u—u^       '^        "^ 

ergibt 

Die  angegebene  Eigenschaft   der  Function  -^  log  -j—  zeigt  also, 

dass  der  geometrische  Ort  aller  "Werthe  eines  particulären  Integrals 
s  der  Differentialgleichung,  vorausgesetzt,  dass  die  Veränderlichkeit 
des  Argumentes  u  auf  die  obere  Halbebene  beschränkt  wird,  ein  ein- 
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fach  zusammenliängender  Fläclientheil  ist,  welcher  in  seinem  Innern 
keinen  Windungspunkt  enthält. 

Für  die  Umgebung  jedes  nicht  singulären  Punktes  m„  der  Axe 
des  Reellen  gibt  es  eine  nach  Potenzen  von  m  —  m,,  mit  ganzen  Expo- 
nenten fortschreitende  Reihe  mit  reellen  Coefficienten,  welche  für  alle 
dem  absoluten  Betrage  nach  hinreichend  kleinen  Werthe  von  u—u^ 
convergirt  und,  für  s  gesetzt,  der  Differentialgleichung  genügt. 

Hieraus  folgt :  Jedes  particuläre  Integral  der  Differentialgleichung 
beschreibt  entweder  eine  geradlinige  Strecke  oder  einen  Kreisbogen, 
wenn  das  Argument  n  sich  längs  einer  keinen  singulären  Punkt  ent- 
haltenden Strecke  der  Axe  des  Reellen  bewegt. 

Für  die  Umgebung  eines  singulären  Werthes  u^ ,  welchem  der 
Exponent  d  zugehört,  gibt  es  ein  particuläres  Integral  der  Differen- 
tialgleichung, welches  folgende  für  alle  dem  absoluten  Betra'ge  nach 
hinreichend  kleinen  Werthe  von  u—u^  convergirende  Entwickelung  hat 

s  =  C{u-u^f(l+c,{u-u,)-{-c,{u-uJ+---), 

in  der  die  Coefficienten  c  sämmtlich  reell  sind. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  auch  für  die  singulären  Werthe  von 
u  der  Werth  jedes  particulären  Integrals  der  Differentialgleichung 
sich  einem  bestimmten  Werthe  nähert.  Ferner  zeigt  das  angege- 
bene Functionenelement ,  dass  bei  diesem  particulären  Integrale  den 
beiden  durch  den  singulären  Punkt  u^  getrennten  Strecken  der  Axe 
des  Reellen  in  dem  Gebiete  von  s  zwei  geradlinige  Strecken  ent- 
sprechen, welche  mit  einander  den  Winkel  dn  bilden. 

Mit  Ausnahme  der  Integrale  C^s  +  C^  und  CjS"'  +  C^  entspricht 
also  dieser  Ecke  bei  jedem  anderen  particulären  Integrale  eine  von 
zwei  Kreisbogen  gebildete  Ecke ,  deren  Tangenten  in  dem  gemein- 
samen Punkte  mit  einander  den  Winkel  dn  einschliessen. 

Wenn  daher  die  Veränderlichkeit  des  Argumentes  ^l  auf  die  obere 
Halbebene  beschränkt  wird,  so  ist  das  Grebiet  aller  Werthe  eines 
particulären  Integrales  s  der  Differentialgleichung  ein  von  vier  Kreis- 
bogen begrenzter  einfach  zusammenhängender  Theil  der  Ebene  und 
zwar  sind  die  Winkel  in  den  Ecken  dieses  Kreisbogenvierecks  der 
Reihe  nach  gleich  (1— ajjr,  (1— ajjr,  {l—a^)7t,  (1— ajjr. 

Es  gibt  auch  solche  particuläre  Integrale ,  für  welche  das  ent- 
sprechende Kreisbogenviereck  in  Bezug  auf  eine  durch  zwei  Ecken 
gehende  gerade  Linie  symmetrisch  ist.  Wenn,  wie  bei  der  obigen 
Bestimmung,  v  =  0,  -f-1,  oo,  —  1  die  singulären  Werthe  sind,  so  führt 
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zu    einem   solchen    sj'^mmetrischen  Kreisbogenviereek  das  zur  Ecke  A 
gehörende  Functionenelement  ^) 

Wird  dieses  Element  als  Ausgangselement  zu  Grrunde  gelegt,  so 
ergibt  sich  durch  eine  geometrische  Betrachtung,  dass  das  fragliche 
Kreisbogenviereck  der  Gestalt  nach  durch  die  angegebenen  Bedin- 
gungen schon  bestimmt  ist. 

Ist  ah  cd  (Fig.  3.)  ein  in  Bezug  auf  die  Diagonale  a c  symmetri- 


Jh\ 


sches  Kreisbogenviereck  mit  zwei  geradlinigen  Seiten  ah  und  aä^ 
dessen  Winkel  der  Reihe  nach  gleich  (1— ajjc,  (1— «3)^,  (1— «3)» 
und  {X—a^Tt  sind,  so  entsteht  durch  die  Tangenten  ht  und  et  des 
Bogens  hc  ein  geradliniges  Viereck  ahtc^  in  welchem  zwei  Seiten  ht 
und  tc  einander  gleich  und  die  Winkel  in  den  Ecken  a,  h  und  c  ge- 
geben sind.  Hierdurch  ist  das  geradlinige  Viereck  ahtc^  mithin  auch 
das  symmetrische  Kreisbogenviereck  ah  cd,  der  Grestalt  nach  unzwei- 
deutig bestimmt. 

Ist  m  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  von  welchem  hc  ein  Bogen 
ist,  und  ist  nn  die  durch  a  gehende  auf  ma  rechtwinklige  Sehne 
dieses  Kreises ,  so  ist  a  der  Mittelpunkt ,  an  =  r  der  Radius  eines 
Kreises,  welcher  von  den  vier  Seiten  des  Kreisbogenvierecks  ah  cd  in 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten  geschnitten  wird. 

Dieser  Radius  r  ist  reell,  endlich  und  von  NuU  verschieden,  wenn 
gleichzeitig  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind 


a^+  2a,-f  «3  <  2,  0  <;«,<:  1, 

-«,+  2a,+  «3  >  0,  0  <  a,  <  1, 

a,+  2a2— a3>0,  O-^a^-cl. 
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Für  jedes  eigentliche,  d.  li,  nicht  ebene,  räumliche  Vierseit,  welches 
eine  durch  zwei  Ecken  gehende  Symmetrie-Ebene  besitzt,  sind  diese 
Bedingungen  erfüllt,  wenn  alle  Winkel  <;  jt  gezählt  werden. 

Durch  geeignete  Verfügung  über  die  Constante  G  in  dem  Func- 
tionenelemente  6  kann  bewirkt  werden,  dass,  wenn  s  =  6  gesetzt 
wird,  der  dem  Gebiete  von  s  zugehörende  Radius  r  die  Länge  1  erhält. 

Unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zwischen  s  und  s^  für  jeden 
reellen  Werth  von  v  bestehende  Gleichung  die  Form 

a{s-\-s,)  +  ß^^  +  y{ss,-l)  =  0, 

in  welcher  «,  ß,  y  reelle  Zahlen  bedeuten,  welche  für  das  Innere  jeder 
der  vier  Strecken  — oo  •  •  — 1 ,  — 1  •  •  •  0 ,  0  •  •  •  +1 ,  1  •  •  •  +  oo  constant 
sind  und  beim  Uebergange  von  einer  Strecke  zur  folgenden  sprung- 
weise sich  ändern.  Es  ist  hiernach  die  früher  (S.  14)  gestellte ,  auf 
die  Integration  der  Differentialgleichung  W  ==  F  sich  beziehende 
Forderung  erfüllt. 

Wird  nun  in  den  Formeln  auf  S.  14 


v{l-v') 


gesetzt  und  für  s  das  aus  dem  Elemente  6  bei  geeigneter  VerfügTing 
über  die  Constante  C  entspringende  particuläre  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung W{s,v)  ==  F(v)  eingeführt,  während  die  Veränder- 
lichkeit des  Argumentes  v  auf  die  obere  Halbebene  beschränkt  wird, 
so  stellen  jene  Formeln  ein  einfach  zusammenhängen- 
des Flächenstück  ilfdar,  welches  inj  e  dem  seiner  Punkte 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  Minimalflächen 
besitzt,  durch  ein  von  vier  geraden  Strecken  gebildetes 
Vierseit  begrenzt  wird  und  in  seinem  Inn  ern  von  sin- 
gulären  Stellen  frei  ist. 

Die  Seiten  des  begrenzenden  Vierseits  bilden  mit  einander  der 
Reihe  nach  die  Winkel  a,3r,  k.^tc,  a^%  und  a^ii.  Ueberdies  besitzt 
dieses  Flächenstück  M  und  daher  auch  seine  Begrenzung  eine  durch 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende  Symmetrie -Ebene.  Die  Be- 
grenzungslinie der  durch  jene  Formeln  bei  der  angegebenen  Beschrän- 
kung des  Arguments  dargestellten  Minimalfläclie  ist  daher  dem  gege- 
benen räumlichen  symmetrischen  Vierseit  AB  CD  ähnlich. 

Durch  geeignete  Verfügung  über  die  Constante  C^  kann  liewirkt 
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werden,    dass  jene  Begrenzung  mit  dem  gegebenen  Vierseit  auch  der 
(tI  rosse  nach  übereinstimmt. 


Die  DiiFerentialgleichung  ^{s,v)  =  F{v)  hat  vier  singulare 
Werthe  des  Arguments.  Durch  eine •  algebraische  Transformation  des 
Arguments  (z.  B.  durch  v^  =  t)  kann  jedoch  die  Anzahl  der  singu- 
lären  Punkte  auf  drei  gebracht  werden.  Die  Function  s  ergibt  sich 
dann  in  Bezug  auf  die  neue  Variable  als  Quotient  zweier  Lösungen 
einer  linearen  DiiFerentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  mit  der 
bekannten  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  über- 
einstimmt. 


Unter  allen  von  vier  geraden  Strecken  gebildeten  in  Bezug  auf 
eine  Ebene  symmetrischen  räumlichen  Vierseiten  besitzen  die  grösste 
Symmetrie  diejenigen,  deren  vier  Seiten  gleich  lang  und  deren  vier 
Winkel  gleich  gross  sind.  Hierbei  ist  die  Grösse  dieser  "Winkel 
innerhalb  der  Grenzen  0  und  ^%  noch  willkürlich. 

Mit  Rücksicht  auf  eine  früher  (S.  17)  angestellte  Specialunter- 
suchung liegt  es  nun  sehr  nahe,  die  Winkel  des  räumlichen  Vierseits 
gleich  60°  oder  ^jr  anzunehmen.  Diese  Annahme  führt  zu  dem  im 
Eingange  erwähnten  speciellen  Falle,  dessen  nähere  Untersuchung  die 
Hauptaufgabe  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet. 

Werden  zu  singulären  Punkten  ?;  =  0,  4-l,oo,  — 1  gewählt,  so 
ergibt  sich,  da 


«1     =     «2 

=    «a    =    i,         ^ 

3"'           2    '  —  "i^' 

ns,v)  =  A 

(1+vy 
v'ii-v'y 

Wird 

dagegen 

die  Halbebene  v 

durch  die  Function 

.    1-u 
^  =  ^•1+.' 

i—v 

auf  die  Fläche  eines  mit  dem  Radius  1  um  den  Punkt  u  =  0  be- 
schriebenen Kreises  abgebildet  [a.a.O.  S.  616],  so  sind  die  neuen 
singulären  Punkte  +1.  i,  —1,  —  i,  und  es  ergibt  sich 

16m^ 


W{s,n)  = 


a-uy 
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Es  wird  nun  dazu  geschritten  werden,  diese  Diiferentialgleichung 
in  endlicher  Form  zu  integriren. 
Der  Differentialgleichung 

lässt  sich  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

s  =  C-av^{l+cy+cy+")  =  6 

genügen ,  in  welcher  s  =  e" '^'  ist ,  die  Constanten  c  bestimmte  reelle 
positive  Werthe  haben  und  worin  C  eine  willkürliche  Constante  be- 
deutet. Die  Reihe  1+ c^v^'+c^v*+ "  convergirt  für  alle  Werthe  von 
V,  deren  absoluter  Betrag  den  "Werth  1  nicht  überschreitet. 

Es  sei  (Jq  der  Werth  der  Reihe  für  v  =  +1.  Der  geradlinigen 
Strecke  v  =  0-  •  •  +1  entspricht  die  geradlinige  Strecke  (?  =  0-  •  'Cß^s 
oder  ab  (Fig.  4.) ,    der  Strecke  v  =  0 1  die   geradlinige  Strecke 

Fig.  4. 


/y'^^^^^HA"' 


I 


--~J^.- 


a  =  0  •  •  •  C(?„  £^  oder  a  d.  Dieses  sind  zwei  Seiten  eines  regelmässigen 
Sechseckes  ahqcrd.  Werden  um  d  und  h  mit  d b  als  Radius  zwei 
von  b  und  d  ausgehende  Kreisbogen  beschrieben ,  welche  sich  in  c 
schneiden,  so  ist  das  hierdurch  entstandene  Kreisbogenviereck  ab  cd, 
dessen  Winkel  sämmtlich  gleich  |jt  sind,  das  der  oberen  Halbebene  v 
entsprechende  Gebiet  des  aus  dem  Elemente  6  entspringenden  parti- 
culären  Integrales  5. 
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W[s,u)  =  -,% 


IQu' 


lä!<:?t  sich  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

s  =  C'u(l-{-c[u*+c[u^+ •  ■)  =  s' 

mit  reellen  positiven  Coefficienten  c'  genügen,  welche  für  alle  Werthe 
von  u,  deren  absoluter  Betrag  den  Werth  1  nicht  überschreitet,  con- 
vcrgirt.  ^)  Das  Gebiet  des  particnlären  Integrals  s'  ist  daher  in  Bezug 
auf  vier  gerade  Linien  symmetrisch,  welche  durch  den  Punkt  s'  =  0 
gehen  und  von  denen  jede  mit  der  vorhergehenden  den  Winkel  \n 
bildet.  Hierdurch  ist  die  Gestalt  dieses  Gebietes  unzweideutig  be- 
stimmt, da  überdies  bekannt  ist,  dass  die  Begrenzung  desselben  aus 
vier  Kreisbogen  besteht,  deren  Tangenten  in  den  Ecken  des  von  den- 
selben gebildeten  Kreisbogenvierecks  den  Winkel  fn;  einschliessen. 
Werden  um  die  Ecken  Jclmn  eines  Quadrates  (Fig.  5.)  als  Mittel- 

Fig.  5. 
,'-' -^,fe,--' ----- 


e\a^ 


/ 

^\ 

■i,-  1  ^'' 

.'-~":4*'. 

,--^-"i^-"-::— 

i'    p!  ctfi      \ 

O^Il    ] 

\      1  /   \,^' 
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punkte  und  mit  der  Seite  des  Quadrates  als  Radius  vier  Kreise  be- 
schrieben, so  ist  die  allen  vier  Kreisen  gemeinschaftliche  Fläche  ab  cd 
dem  eben  betrachteten  Gebiete  ähnlich.  Die  Winkel  dieses  Kreis- 
bogenvierecks sind  nämlich   gleich  |  n ,   weil  zwei  Kreise ,    von  denen 
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jeder  durcli  den  Mittelpunkt  des  andern  geht,  sich  unter  einem  Winkel 
von  ^7t  schneiden. 

Der  durch  die  Ecken  des  Quadrates  gehende  Kreis  wird  von  den 
vier  construirten  Kreisen  in  diametral  gegenüberliegenden  Punkten 
geschnitten. 

Die  Constante  C  möge  reell  und  positiv  gewählt  und  durch  ge- 
eignete Verfügung  über  ihre  Grrösse  möge  bewirkt  werden ,  dass  das 
Grebiet  des  particulären  Integrals  s'  einem  Quadrate  Je  l  m  n  entspricht, 
dessen  halbe  Diagonale  Ok  die  Länge  1  hat. 

Die  Grrösse 

Oa   _    pa-pO    _    \/3-l 
Uk   ~        Ok  y/2~ 

möge  im  Nachfolgenden  der  Kürze  wegen  mit  a  bezeichnet  werden. 

Ausser  in  den  Punkten  a,  b,  c,  d  und  k,  l,  m,  n  schneiden  sich  die 
vier  Kreise  noch  in  vier  Punkten  e,  f,  g,  h.  Dem  Mittelpunkte  0  des 
Quadrates  entspricht  der  Werth  5'  =  0,  die  Richtung  der  Strecke  Oa 
der  positiven  Richtung  der  Axe  des  Reellen  in  der  Ebene  s. 

Hiernach  ergeben  sich  für   die  complexen  Grrössen 

«I,  «2,  «3,  a„  «5,  a„  a„  a„ 
welche  durcli  die  Punkte 

a,   b,    c,    d,  e,   f,   g  ,  h 

geometrisch  dargestellt  werden,  die  Werthe 

«1  =  a,  »2  =  ai,  «3  =  —  a,  a^  =  —  ai, 

1  i  1  i 


„   '  6 


a. 


a'           "              a'           •          a'  "  a 

Ebenso    wie   die  Function   s'  ist  die  Function  —, ~  ein  particu- 

S  —  «5  ^ 

läres, Integral  der  Differentialgleichung 
also  auch  von 

und  zwar  hat  dieses  Integral  als  Function  von  v  genau  die  oben  für 
das  particuläre  Integral  0  angegebene  Entwickelung.  Denn  es  ent- 
sprechen  den  beiden  Kreisbogen  ab ,  ad  bei   dem  Integrale     ,_    ' 
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zwei  vom  Nullpunkte  ausgehende  ganz  im  Endlichen  liegende  gerad- 
linige Strecken,  während  andrerseits  das  Integral  6  das  einzige  ist, 
dem  diese  Eigenschaft  zukommt. 

Es  kann  daher  durch  geeignete  Bestimmung  der  in  dem  In- 
tegrale   6    noch     verfügbaren    Constaute    C    bewirkt     werden,    dass 

s'—a,  ..,  .      ,         a.ö—  a,       '.  , 

— ; =  6,  mithin  s  =  —2 T-^  wird. 

s'-a^  6-1 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich,  da  das  Integral  6  für  die 
ganze  Umgebung  des  Punktes  v  =  0,  beziehungsweise  u  =  +1,  er- 
klärt ist,  die  analytische  Fortsetzung  des  Integrales  s'  in  der  ganzen 
Umgebung  des  Punktes  u  =  +1,  während  dasselbe  durch  die  obige 
Entwickelung  zunächst  nur  für  das  Innere  des  durch  die  Punkte 
ti  =  ±lj  ±  i  gehenden  Kreises  erklärt  ist. 

Wenn  v  um  den  Punkt  v  =  0,  mithin  u  um  den  Punkt  et  =  + 1 
in  positiver  Richtung  einen  Umlauf  macht,    so   geht  nach  dem  ersten 

Umlauf  6  in  (j  •  £*,   also  — in  — ~  •  s^,   nach   dem  zweiten  6  ■ «' 

s-a,         s-a, 

in  6-  €,  — • «'  in  — •  s  über.     Nach  dem  dritten  Umlauf  nimmt 

6  •  s   wieder    den   anfänglichen   Werth  6 ,  — ~  •  e    den   anfänglichen 

,  S       ög 

s  —et 
Werth  '— an,  womit  der  Cyclus  geschlossen  ist. 

Es  ergibt  sich  folgende  Tabelle 
o,— a.  a  c,— »,  ,iK  a.—a,  a 


a,—a-^ 


=  -a\l2, 


Dem  Werthe  v  =  -\-l  entspricht  ^t  =  i,  s'  =  a,^,  a  =  -—  •  s.     Nach 

einem  positiven  Umlauf  von  v  um  den  Punkt  v  =  0  entspricht  dem 
Punkte  V  =  +1  der  Werth  0  =  -— •  Bei  der  analytischen  Fort- 
setzung des  Integrals  s'  um  den  Punkt  u  =  +1  geht  also,  wie  die 
Tabelle  zeigt ,  der  Werth  s'  =  a^  für  den  Punkt  u  =  +i  nach  dem 
ersten  Umlauf  der  Variablen  u  um  den  Punkt  m=  -|- 1  in  den  Werth 
«7 ,  nach  dem  zweiten  in  den  Werth  a^  und  nach  dem  dritten  wieder 
in  den  anfanglichen  Werth  a^  über.  Es  entsprechen  also  dem  Werthe 
u  =  -{-i  ausser  dem  Werthe  s'  =  a^  noch  die  Werthe  a^  und  a^, 
welche  in  Bezug  auf  den  Punkt  tt  =  -f-1  zu  derselben  Gruppe  ge- 
hören.   Analogerweise  entsprechen  dem  Werthe  m  =  —  *  ausser  dem 
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Worthe  s'  =  a^  in  Bezug  auf  den  Punkt  u  =  +1  noch  die  Werthe 
«^  und  a.j. 

Aelmlicli  wie  das  Integral  — =  6  sind  gebildet  die  Integrale 

S  ttg 

s'— «2  s'— «3  s'—a^ 

s'—a^  '         s'— a,  '         s' —a^ 

Aus  der  Betrachtung  dieser  Integrale  folgt,  dass  bei  dem  Umlauf 
von  u  um  den  Punkt  u  =  J^i  der  "Werth  von  s'  für  den  Punkt 
?i  =  —  1 ,  s'  =  ttg ,  übergeht  in  a^  und  in  a^ ,  und  dass  der  Werth 
s'  =  a^  für  den  Punkt  m  =  +1  in  «g  und  in  a^  übergeht.  Dagegen 
gehören  in  Bezug  auf  den  Punkt  u  =  —i  für  den  Werth  u  =  +1 
die  Werthe  a^,  a^,  ttg,  für  den  Werth  u  =  —1  die  Werthe  «3,  ttj,  a^ 
zu  derselben  Gruppe. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  acht  Werthe  a^  bis  a^  in  zwei  Ab- 
theilungen zu  je  vier  zerfallen.  Die  Werthe  a^,  a^,  a^,  a^  entsprechen 
den  Werthen  it  =  +1  und  u  =  —1,  die  Werthe  a^,  a^,  a^,  a^  hin- 
gegen den  Werthen  u  =  -{-i  und  u  =  —i.  Dies  führt  zur  Betrach- 
tung des  Productea. 

s'—a^    s'—a^    s'—a^    s'—% 
s'—a^    s'—a^    s'—a^    s'—a^  ' 

dessen  Zähler  für  die  Werthe  m  =  ±  1  und  dessen  Nenner  für  die 
Werthe  m  =  + «  verschwindet. 

Der  erste  Factor  dieses  Productes  ist  gleich  <5]  seine  dritte  Po- 
tenz hat  also  in  der  Umgebung  des  Werthes  v  =  0,  beziehungsweise 
u  =  +1,  den  Charakter  einer  ganzen  Function  und  wird  für  «  =  +1 
unendlich  klein  von  der  Ordnung  der  Grrösse  (w— 1)^ 

Für  die  drei  andern  Factoren  ergeben  sich  die  Werthe 

s'—a^   _        (?-fa\/2  s'— «B  _       £     6  +  a^2E 


s'—a^   __  _^    6  +  ay2s' 
s'-a,   ■"       a  '  ^20— aV 

Das  Product  derselben  ist  also  gleich 

«  '  (\/20y~a' 
und    besitzt    als    rationale    Function    von  6^    für    die    Umgebung    des 
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Punktes  v  =  0 ,    also  auch  für  die  Umgebung  des  Punktes  u  =  +1 
den  Charakter  einer  ganzen  Function, 

Hieraus  folgt,    dass  die  dritte  Potenz  des   aus  vier  Factoren  be- 
stehenden Productes 


i'-a^    s'-a^    g'-fl^    g'_«  \3  ^ 
?'— «5    s'—a^    s'—a^    s'—a^J         ^^' 


für  die  Umgebung  des  Punktes  n  =  +1  den  Charakter  einer  ganzen 
Function  besitzt  und  für  diesen  Punkt  unendlich  klein  wird  von  der 
Ordnung  der  Grösse  {u  —  Vf. 

Sind  nun  u  =  u^  und  s'  =  s[  zwei  zusammengehörende  Werthe 
von  u  und  s',  so  gehört  zu  dem  Werthe  u  =  ^«o  •  i  der  Werth 
s'  =  Sp-i.  Wird  dieser  Werth  für  s  in  den  Ausdruck  für  x{s')  ein- 
gesetzt, so  ergibt  sich  mit  Hülfe  von  Relationen  wie  der  folgenden 

s'J-a,  =  i{s[-a^),      s'J-a,  =  i{s'^-a,)  u.  s.  w. 

der  Satz:  Gehört  zu  dem  Werthe  m  =  u^  der  Werth  xi^')  =  xiK)i 
so  gehört  zu  dem  Werthe  u  =  u^-i  der  Werth 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  xi^)  in  der  Umgebung  des  Punktes 
u  =  +i  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt  und  für 
diesen  Punkt  von  der  Ordnung  der  Grösse  {u—i)~^  unendlich  gross  wird. 
Durch  Fortsetzung  dieses  Schlusses  ergibt  sich,  dass  die  Function 
x{s')  in  allen  singulären  Punkten  den  Charakter  einer  rationalen 
Function  besitzt.     Daher   ist  die  Function  x(^')   selbst   eine  rationale 

Function  von  u  und  zwar  gleich  C^-  {-tt;~t)' 

Der  Werth  von  C^  ergibt  sich  aus  dem  Paare  zusammengehö- 
render Werthe  u  ==  0,  s'  ^  0 

\a,'a,-a,'a,J 

Also  ist  s'  eine  algebraische  Function  von  u  und  zwar  ist,  wenn 
s'  =  s  gesetzt  wird, 

Us-a^){s-a,){s-a,){s-a^)y        ( l^Ss^-s^^  _  (^-^^'l 
ks-a,){s-~a,){s-a,)is-a,)]         ^l+2\l3s'-s'^         \.l+u'y 

die  zwischen  u  und  s  bestehende  algebraische  Gleichung. 
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Fortan  möge  die  Grösse  5  ausschliesslich  das  particiüäre  Integral 
s'  sowie  dessen  analytische  Fortsetzung  bezeiclmen  und  zwar  möge 
dieselbe  zur  unabhängigen  Variablen  gewählt  werden. 

Um  die  auf  S.  14  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Mini- 
malfläche aufgestellten  Formeln  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden 
zu  können ,  ist  nur  an  die  Stelle  der  in  denselben  vorkommenden 
mit  u  bezeichneten  Grösse  die  zuletzt  mit  v  bezeichnete  einzusetzen. 
Dann  kommt  in  diesen  Formeln  die  Grösse  v  nur  in  der  Verbindung 
^  (^) '  \~d~)  ^^^^  ^^^^  zwar  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


0(V)    = 


vil-v"") 


zu  setzen,  wo  C^  eine  reelle  Constante  bedeutet. 

Wird  nun   durch   die  Gleichung  v  =  i- die  Grösse  u  einge- 
führt, so  ergibt  sich 


^^^\dsJ         v(l-v')\dsJ         l-w*V 


il-v')  \ds^  ~~   1-w*  \dsJ' 


und  diese  Grösse  ist  jetzt  noch  durch  s  auszudrücken. 
Es  ergibt  sich 


_J__(duy  _         3  v/3        _ 


dsjs 


(r  =  1...8) 

Nun  sind  alle  in  den  erwähnten  Formeln  vorkommenden  verän- 
derlichen Grössen  durch  die  Variable  s,  beziehungsweise  deren  con- 
jugirte  5j,  ausgedrückt.  Wird  noch  der  reellen  Constante  C^  der  Ein- 
fachheit wegen  der  Werth ^  beigelegt  und  derjenige  Zweig  der 

analytischen  Function welcher  für  s  =  0  den  Werth 

+  1  besitzt,  mit  ^(s)  bezeichnet,  so  ergeben  sich  für  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  zu  betrachtenden  Minimalfläche  folgende  Ausdrücke 

X  =  f  {l-s')^{s)ds  +  ni-^sl)^{s,)ds„ 

0  'o 

•^0  '0 

^^^  ^  =      f2s^{s)ds     +    f2s,^(s,)ds,, 

0  0 

S(«)  =  -^=A==^,      5(0)  =  +1. 

yl— 145*+«** 
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Wird  die  Veränderlichkeit  der  Variablen  s  auf  das  Innere  und 
die  Begrenzung  des  Kreisbogen\äerecks  ah  cd  (Fig.  5.)  beschränkt  und 
werden  den  Variablen  s  und  s,  nur  conjugirte  Werthe  beigelegt ,  so 
stellen  die  Gleichungen  (A)  ein  reelles,  einfach  zusammenhängendes 
von  vier  geradlinigen  Strecken  begrenztes  Flächenstück  M  dar, 
welches  in  jedem  seiner  Punkte  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Minimalflächen  besitzt;  die  vier  Seiten  des  begrenzenden  Vierseits 
haben  gleiche  Länge  und  jeder  der  vier  Winkel  desselben  beträgt  60^ 

Sobald  die  analytische  Fortsetzung  dieses  Flächen stückes  mit  in 
Betracht  gezogen  wird ,  fallt  die  über  das  Gebiet  der  Grösse  s  ge- 
machte beschränkende  Voraussetzung  fort  xmA  es  sind  dann  die  in 
den  Gleichungen  (A)  angedeuteten  Integrationen  für  jede  der  beiden 
unabhängigen  Variablen  s  und  s^  einzeln  auf  demselben  Wege  auszu- 
führen. 


Schwarz,  Gesammelte  Abhandlangtn.  I. 
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Zweiter  Theil. 

Die  durch  die  Formeln  (A)  (S.  32)  dargestellte  Fläche  soll  nun 
näher  untersucht  werden. 

Die  Integrale,  durch  welche  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  dieser  Fläche  ausgedrückt  sind,  sind  hyperelliptische  von  der 
Irrationalität  ^1~14:S*+  s^  abhängende  Integrale  erster  Art. 

Die'  Integrale  von  der  Form 


/ 


2s  ds 


\/l-14s*+s«  ' 


welche    in    dem  Ausdrucke    für    die  Coordinate  ^  vorkommen,    führen 
durch  die  Substitution  s^  =  t  auf  das  elliptische  Integral 


/ 


dt 


Sjl-Uf+t* 

während  diejenigen  Integrale ,  durch  welche  die  Coordinaten  x  und  y 
ausgedrückt  sind,  durch  dieselbe  Substitution  in  die  hyperelliptischen 
Integrale 

r        il-t)dt  r       i(l+t)dt 

J  2\/til-14f-{-~F)  '         J  2  s/til^^Uf+n  ' 

und  die  conjugirten  übergehen. 

Auch  diese  Integrale  lassen  sich  durch  geeignete  Substitutionen 
auf  elliptische  zurückführen. 

Legendre  hat  gezeigt,  dass  die  von  einer  Quadratwurzel 
^x{l—x^){l~-k'x^)  abhängenden  Integrale  auf  elliptische  führen. 
Dasselbe  hat  Jacobi  für  die  von  der  Quadratwurzel 


\/x{l--x){l-k'x)(l~rx)(l-Fl'x) 
abhängenden  Integrale  nachgewiesen. 

Es  aeiB{x)  eine  ganze  Function  fünften  Grades.  Die  fünf  Wur- 
zeln der  Gleichung  B{x)  =  0,  von  denen  nicht  zwei  einander  gleich 
sind,  mögen  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  a^,  a^,  a^,  a^,  a^  be- 
zeichnet werden.    Eine  Wurzel,    etwa  a^,   werde  herausgegriifen  und 
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der  Reihe  nach  von  den  übrigen  Wurzeln  subtrahirt.    Hierdurch  ent- 
stehen die  WurzeldifFerenzen  a^—a^,  «3— Oi,  a^—a^,  a^—tti- 

Wenn  es  nun  möglich  sein  soll,  durch  eine  lineare  Substitution 
des  Arguments  die  Function  Ii(x)  in  die  specielle  von  Jacob i  ange- 
gebene Form  zu  setzen,  so  muss  es  möglich  sein,  aus  den  fünf  Wur- 
zeln eine  solche  herauszugreifen,  dass  das  Product  zweier  der  entste- 
henden Wurzeldifferenzen  gleich  dem  Producte  der  beiden  anderen 
Wurzeldifferenzen  ist;  es  muss  also,  für  eine  gewisse  Wahl  der 
Wurzeln  die  Gleichung  bestehen^') 

(«2-ai)K-«,)  =  («4-a.)(«5-«i)- 
Das  Integral 

'x—a,—h^ 


s- 


dx 


\Ib{x) 

geht,  wenn  diese  Gleichung  erfüllt  und  h  durch  die  Gleichung 

A*  =  {a,-a,){a,-a,)  =  {a,-a,){a,-a,) 
bestimmt  ist,  durch  die  Substitution 


\x  —a^~h 

in  ein  elliptisches  Integral  über. 

Wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen,  wie  im  vorlie- 
genden Falle  E(t)  =  ^(1  — 14^'+^*),  nur  solche  Potenzen  der  unab- 
hängigen Variablen  enthält,  deren  Exponenten  ungrade  Zahlen  sind, 
können  die  fünf  Wurzeln  stets  und  zwar  in  zwiefacher  Weise  so  an- 
geordnet werden,  dass  die  ^obige  Gleichung  erfüllt  ist. 

Diese  beiden  Anordnungen  sind 

«=0,  a,=  2  +  s/S,  a,=  2-\/S,  a,=  -(2-V^),  a,=  -(2+V3);  h*= +1 

und 

a,=  0,  a,=  2+\Jd,  a3=-(2-V'3),  a,=  2-\/3,  a  =  -(2+V^3);  h'=-l. 

Es  führen  also  die  Integrale 


f_^MM=      und      f- 


2\Jt{l-14:f+t')  J    2\lt{l-14:f+n 

oder 

J{lj^s')^{s)ds      und     j\\z^is')%{s)ds 

durch  die  Substitutionen 


3* 
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auf  elliptisclie  Integrale. 

(Unter  \Ji   und  sj—i  sind  hier  und  im  Folgenden  stets  die  Werthe 
und  —7=^—  zu  verstehen.) 


\/2  V/2 

Es  sind  also  die  drei  Coordinaten  x,  y,  s  eines  beliebigen  Punktes 
der  Fläche    darstellbar    als  Summen  je   zweier    elliptischen  Integrale 
erster  Art,    deren  obere  Grenzen  algebraische  Functionen  zweier  un- 
abhängigen Variablen  s  und  5^  sind. 
Die  Integrale 

r        2xdx  r    {lz^x'')dx  r  {l^ix^)dx 

J  \jl-2gx*+x''         J  \Jü^g'¥+^''         J  y/T^'^'^H^ 

führen  für  jeden  Werth  von  g  durch  Substitutionen  der  angegebenen 
Form  auf  elliptische.  Im  vorliegenden  Falle ,  wo  2^  =  14 ,  gibt  es, 
wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  ausser  diesen  fünf  Integralen  noch 
acht  andere,  bei  denen  eine  solche  Zurückführung  auf  elliptische  Inte- 
grale durch  analoge  sehr  einfache  Substitutionen  möglich  ist. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  unter  den  Integralen  erster  Art, 
welche  durch  einfache  Substitutionen  direkt  auf  elliptische  Integrale 
führen ,  drei  auszuwählen  und  für  die  folgenden  Betrachtungen  zu 
Grunde  zu  legen. 

Hierzu  eignen  sich  vor  aUen  andern  die  drei  Integrale 

f2s^{s)ds,      fsj~i(l-is')^is)ds,      fsji{l+is')%(s)ds, 
weil  die  "durch  die  Substitutionen 

\s—\i—iy  \  s  —  yi    ^ 

aus  denselben    hervorgehenden  elliptischen  Integrale  dieselbe  Form 
dt 


I 


Wird  nämlich 


erhalten. 


. .    —   S  , — —   —   s 

s— V— *  s  —  \i 

gesetzt,  so  entspricht,   vorbehaltlich  einer  später  zu  treffenden  Zeichen- 
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bestimmung,  einem  Uebergange  von  s  in.  s'  ein  Uebergang  von 
2s^(s)ds  in  \/^{l-is^)^{s)ds  oder  in  2s'^(s')ds'. 

Einem  Uebergange  von  s  in  s'  entspricht  ein  Uebergang  von  s' 
in  s"  und  von  s"  in  5;  ebenso  entspricht  einem  Uebergange  von  s  in 
s"  ein  solcher  von  s'  in  s,  von  s"  in  ^'. 

Es  möge  nun  die  zu  betrachtende  Fläche  auf  ein  neues  Coordi- 
natensystera  bezogen  werden,  welches  mit  dem  vorigen  die  Z-Axe  ge- 
mein hat  und  gegen  dasselbe  in  der  Richtung  von  der  positiven 
F-Axe  nach  der  positiven  X-Axe  um  45°  gedreht  ist. 

Für  die  Coordinaten  x',  tj',  z'  eines  beliebigen  Punktes  der  Fläche 
in  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem  ergeben  sich  dann  die 
Ausdrücke 


V2 


=     jsli(X^is^)%{s)ds  +  f\J-i(l-isl)%{s,)ds„ 
z=      z       =  f2s^(s)ds         +  f2s,%(s,)ds,. 

'0  'u 

Hierin  bedeuten  %  (s)  und  ^J  (5, )  wie  in  den  Formeln  (A)  diejenigen 
Zweige  der  analytischen  Functionen 

und 


V/l-14s*+s«  \il-Us\  +  s]' 

welche  für  s  =  0  und  5,  =  0  den  Werth  +1  haben. 


Es  ist  nützlich,    der  Discussion    dieser  Formeln  eine  nähere  Be- 
trachtung des  Integrales 

2s  ds 


.14s*+«? 

vorangehen  zu  lassen,  weil  mit  dessen  Eigenschaften  die  Eigenschaften 
der  zu  untersuchenden  Fläche  aufs  Engste  zusammenhängen. 

Die    einzigen    singulären  Werthe   für    die  Integrationsvariable   s 
sind  bei  diesem  Integrale  die  Wurzeln  der  Gleichung  1  — 14s*4-s*  =  0. 

Wird   der  Werth   von    ^^^—   wie   oben   mit   a  bezeichnet,    so  sind 

sämmtliche  Wurzeln 
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a,   -;   m, 


Für  jeden  Punkt  der  Ebene,  mit  Ausnahme  dieser  acht  singulären, 
hat  die  Quadratwurzel  \/l— 145*+s**  zwei  Werthe. 

Um    diese  von  einander  zu  unterscheiden,  denke  man  sich  in  der 

Ebene   s   vier   geradlinige   Schnitte   ausgeführt,   von   a   bis   — ,   von 

ai  bis  — ,  von  —a  bis und  von  —ai  bis .     (Fig.  6.) 


Fig. 

i 


c/ 


-FTj 


\B 


iVi 


aV 


/\        i\ 


A\ 


""--itf-. 

-i 

/' 

"■■--. 

a 

y'B 


Dann  kann  die  Verzweigung  der  "Werthe  der  Quadratwurzel 
Vi— 14s*+s*'  durch  eine  über  diese  Ebene  ausgebreitete  zweiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  dargestellt  werden,  deren  zwei  Blätter  längs 
der  erwähnten  Verzweigungsschnitte  in  einander  übergehen. 

Unter  dem  "Werttie  der  Quadratwurzel  für  einen  dem  oberen 
Blatte  dieser  Fläche  angehörenden  Punkt  5  =  «„  möge  derjenige 
Werth  der  Quadratwurzel  verstanden  werden,  welcher  bei  stetigem 
Uebergange  von  s  aus  dem  Punkte  s^  in  den  Punkt  0,  wobei  s  keinen 
der  vier  Verzweigungsschnitte  überschreiten  darf,  übergeht  in  den 
Werth  4-1.  Dieser  Werth  der  Quadratwurzel  möge  ohne  Marke  oder 
mit  +  Vi— 14s* +5^  und  der  reciproke  Werth  desselben  mit  %{Sq)  be- 
zeichnet  werden.     Der   entgegengesetzte   Werth    der   Quadratwurzel, 


Bestiuimung  einer  speciellen  Minimalfläche.  39 

der  mit  —  ^1  — 14sJ  + &o  zu  bezeichnen  ist,  geht  unter  denselben  Be- 
dingungen in  den  Werth  —1  über  und  gehört  hiernach  dem  ent- 
sprechenden Punkte  des  unteren  Blattes  der  Fläche  an. 

Durch  diese  Bezeichnung,  welche  im  Folgenden  festgehalten  werden 
soll,  sind  die  beiden  Werthe  der  Quadratwurzel  für  alle  Punkte  der 
Ebene  s,  welche  nicht  jenen  Schnitten  angehören,  von  einander  unter- 
schieden. Längs  der  Schnitte  selbst  hat  in  jedem  Punkte  die  Quadrat- 
wurzel Vi— 14s*+s®  und  also  auch  die  Function  ^(s)  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe  und  es  sind  daher  —  V/1— 14s*-}-s*  und  —%{s) 
die  analytischen  Fortsetzungen  von  ^1— 14s*+6*  und  ^(s),  sobald  s 
einen  dieser  Schnitte  überschreitet. 

Damit  es  möglich  sei,  auch  die  Integralfunction 


/ 


'\s^is)^ 


für  das  obere  Blatt  der  Ebene  als  eine  eindeutige  Function  der  oberen 
Grenze   zu   definiren,    mögen   die    erwähnten   vier  Schnitte    über   die 

Punkte  — ,  — , , hinaus  geradlinig  bis  ins  Unendliche  ver- 

a      a  '        a  a 

längert  und  diese  Verlängerungen  als  vier  zu  den  früheren  Schnitten 
hinzutretende  neue  Schnitte  angesehen  werden.  Wird  dann  festge- 
setzt,   dass   der  Integrationsweg  keinen    der   Schnitte   überschreiten 

2si^{s)ds  für  jeden  nicht   auf  einem  der 

V 

Schnitte  liegenden  Punkt  «„  einen  endlichen ,  von  der  Grestalt  des  In- 
tegrationsweges unabhängigen  Werth.  Falls  s^  ein  Punkt  eines 
Schnittes  ist,  ist  noch  anzugeben,  ob  der  Integrationsweg  für  einen 
im  Punkte  s  =  0  gedachten  Beobachter  auf  der  negativen  (rechten) 
oder  auf  der  positiven  (linken)  Seite  des  Schnittes  mündet ;  dies  möge 
durch  die  dem  Integralzeichen  beigefügte  Marke  —  oder  -|-,  also  durch 
"f*"  oder  "^r*"  angedeutet  werden. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gelten  die  Grleichungen 


"0 

Durch   die  Substitution  s'  =  t   geht   das   betrachtete  Integral  in 
das    elliptische    Integral    /    ,  ==^    über.      Werden    die    halben 
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Perioden  dieses  Integrals  mit  a  und  co'  bezeichnet,  also 

wobei    den  Quadratwurzeln   ihre   positiven  Werthe   beigelegt  werden, 
so  ergeben  sich  folgende  Werthe  für  das  Integral   f2s^{s)ds 

/-  1  1 

j   =T'j     =¥■/  =T'J   ="'J  =-2-'J   =¥  +  '"• 

•^  '^o  '^a  "^a  *^o  '^o 

Hiernach   sind  die  in  Fig.  7.  und  Fig.  8.    dargestellten  Schemata 
für  die  Integralfunctionen 

f  25  5  (s)  c?s    und      /*  °2s  g  (5)  t?5 

entworfen.     Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,  den  Werth  des  Integrals 
j    2s'^{s)ds   bei    beliebig   gestaltetem    Integrationswege   anzugeben, 

wenn  die  beiden  Grrenzen  s^  und  s^  unter  den  Werthen 
0,  ±a,  ±ai,  ±-,  ±— ,  ±1,  ±*,  ±\/±^ 

Fig.  7. 
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Fig.  8. 


enthalten  sind  nutl  von  dem  Integrationswege,  der  nui'  an  die  Bedin- 
gung geknüpft  ist,  diircli  keinen  der  singidären  Punkte  zu  gehen, 
bekannt  ist,  welche  der  acht  Schnittlinien  er  der  Reihe  nach  und  in 
welcher  Richtung  er  jede  einzelne  derselben  durchschneidet. 


Die  drei  Integrale 
/2s  g  (s)  ds ,      f\J~i  (1  -is' )  %  (s)  ds ,      fsji{l+is')  %  (s)  ds 

mit  derselben  unteren  Grrenze  0,  derselben  oberen  Grrenze  s  und  dem- 
selben Integrationswege ,  können ,  wie  oben  (S.  36)  angegeben ,  durch 
die  Substitutionen 


l+\/is 


s , 


auf  drei  Integrale  derselben  Form  j2s  ^  (s)  ds,  aber  mit  verschiedenen 
unteren  und  oberen  Grrenzen  und  dem  entsprechend  verschiedenen  In- 
tegrationswegen zurückgeführt  werden. 

1 4-  V  *  s 
Durch  die  Substitution  —^  =  s'  entspricht 

s-^-i  . 
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dem  Punkte 

5  =  0,        -sli,-\J^i--a,  +-i-;  -f«,  — ^>  +  -^; 

1 

—  ai 

der  Punkt 

s'  =  -\li,  ~\J~i,      0  ;  -a,  +i;  —1,  +-^,    +  a  ; 

ai,  -a?, 

1 

a  ' 

Wird  -:; =  ef  gesetzt,  so  ist 

1  —  as  °  ' 

a  +  s'  ,  -l-\/3. 


1—as' 


Die  geometrische  Interpretation    dieser  Grleichungen  ist  folgende. 

ci  -\-  s 

Durch   die  Function  -^ =  0  wird  die  Ebene  s  auf  eine  Ebene  6 

1—as  ^ 

conform  abgebildet,  so  dass  dem  Punkte  s  =  —  der  unendlich  ferne 

Ol 

Punkt,  dem  Punkte  s  =  —a  der  Nullpunkt  der  Ebene  6  entspricht. 
Beschreibt    der  Punkt    5  eine  Linie ,    so   beschreibt   der  Punkt  0  eine 

entsprechende   Linie.    Ebenso    ist   die  Gleichung   s'  =  — =-   geo- 

s  —  \  —  i 

metrisch  zu  deuten.  Einer  bestimmten  Linie  s  entspricht  also  eine 
bestimmte  Linie  0  und  eine  bestimmte  Linie  s'.  In  gleicher  Weise 
entspricht  der  Linie  s'  eine  Linie  0'.    Die  Gleichung 

0  =  0 f— 

sagt  aus,  dass  die  Linie  0'  aus  der  Linie  0  durch  Drehung  derselben 
um  den  Punkt  0  =  0  und  um  einen  Winkel  von  2  •  |  ä  oder  2  •  120^ 
in  positivem  Sinne  erhalten  werden  kann. 

Zu  jedem  Integrationswege  von  s  kann  also  durch  eine  einfache 
Construction  der  entsprechende  lutegrationsweg  von  s'  bestimmt 
werden. 

Bei  einer  Wiederholung  dieser  Construction  geht  s'  in  s",  s"  in  s 
über.  Durch  dieselbe  Construction  bei  entgegengesetztem  Sinne  der 
Drehung   in  der  Ebene  6    geht  5   in   s",    s"  in  s',    s'  in  s  über.     Die 

Werthe  s  =  —a,  s=H sind  die  einzigen,  für  welche  s'  =  s"  =  s. 

a 

Es  ist  oben  S.  37  bemerkt  worden ,  dass  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen 

^:^i(l-is')^{s)ds    und    2s'^(s')ds 

mit  einander  übereinstimmen;   es   ist   nun    die  Bestimmung   des    Vor- 
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Zeichens  auszuführen.  Der  Anfang  der  Integrationen  ist  bestimmt 
durch  s  =  0,  ^(0)  =  +1.  Bis  auf  kleine  Grössen  höherer  Ordnung, 
die  hier  nicht  in  Betracht  kommen,  ergibt  sich  fiir  die  Umgebung  des 
Werthes  s  =  0 

\/^X^-is')^{s)ds  =  S/'^ids;   s'  =  ^s/'i,  ds'  =  -2ids,  ^{s')  =  +\, 

mithin  2s'%{s')ds'  =  —Sj-ids.  Es  ist  also  für  die  Umgebung  des 
Werthes  s  =  0,  s'  =  —^i 

\/Z:i{l-is')^(s)ds  =  ~2s'%{s')ds', 
und  ebenso  zeigt  sich,  dass  unter  derselben  Voraussetzung 

\/I{l+is')^(s)ds  =  -2s"^{s")ds"  ist. 

Werden  nun  unter  s[  und  s"  die  zu  s'  und  s"  eonjugirten  G-rössen 
verstanden  und  wird  statt  s  und  s^  s'"  und  s"'  gesetzt,  so  gehen  die 
Gleichungen  (A')  über  in 

x'  =  -  f  2s^(s)ds-  /"'    2s,%is,)ds„ 


B)  2/'  ==  -  r    2s%{s)ds-    r  2s,^is,)ds,, 

z' =      f     2s%(s)ds  +    f  '  2s,^(s,)ds„ 


wobei    die   Functionen  %{s)   und  i^is^)   die   oben   erklärte   Bedeutung 
liaben.     Zwischen  den  oberen  Grenzen  s'  s"  s'"  bestehen  die  Gleichungen 

und  diesen  Gleichungen  entsprechend  sind  die  auf  die  Integrations- 
variable s  sich  beziehenden  Integrationen  auf  correspondirenden  Wegen 
auszuführen.  Durch  Vertauschung  von  i  mit  —i  und  von  s'  s"  s'"  mit 
s  [  s"  s'"  ergeben  sich  die  entsprechenden  Gleichungen  zwischen  den 
letztern  Grössen.  Die  auf  die  Integrationsvariable  s,  sich  beziehenden 
Integrationen  sind  ebenfalls  auf  correspondirenden  Wegen  auszuführen. 
Durchläuft  die  Variable  s'"  die  geradlinige  Strecke  von  5  =  0 
bis  s  =  —  a  und  entsprechend  die  Variable  s"'  die  geradlinige  Strecke 
von  s,  =  0  bis  s^=  —  a,.so  liegen  auch  für  die  Variablen  s',  s"  und 
s[,  s"  die  Integrationswege   ganz  in  dem  obern  Blatte  der  Ebene  und 
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endigen  im  Punkte  —  a.  Für  die  Coordinaten  des  dem  Werthepaare 
s  =  —a,  s^  =  —a  entsprechenden  Punktes  der  Fläche  ergeben  sich 
die  Werthe  « 

x'  =  —CO,       y'  =  —CO,       /  =  CO. 

Es  möge  nun  gesetzt  werden 

x'  ==  —a  +  x",      y'  =  — o+y",       y  =  03+/', 

so  ergeben  sich  für  o;",  «/",  z"  dieselben  Integralausdrücke  wie  in  den 
Formeln  (B)  für  x\  y',  z\  nur  mit  dem  Unterschiede ,  dass  nun  die 
unteren  G-renzen  der  sechs  Integrale  einander  gleich,  nämlich  gleict 
—a  geworden  sind.  Auch  sind  diese  Formeln  zeichenrichtig,  wenn  die 
Veränderlichkeit  von  s'"  beschränkt  wird,  z.  B.  auf  das  Innere  des 
Kreisbogenvierecks  ah  cd.  (Fig.  5.  S.  27.) 

Bei  der  getroffenen  Wahl  des  Coordinatensystems  bildet  die  Nor- 
male der  Fläche  in  dem  Punkte  oe"  =  0 ,  y"  =  0 ,  s"  =  0  und  über- 
haupt in  jedem  den  "Werthepaaren  s  =  —a,  s^  =  —a  und  s  =  — , 
5j  =  —  entsprechenden  Punkte  der  Fläche  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen  gleiche  Winkel. 

Wird  nun  statt  der  Grösse  s  die  Grösse  0  eingeführt,  so  er- 
gibt sich 

1           ((5  +  —){(S-a)d6 
2s^{s)ds  =  -4;^-     , _^, 

mit  der  Bestimmung,  dass  für  positive  Werthe  von  0,  welche  kleiner 
als  \/2  sind,  der  Quadratwurzel  ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 
Wird  0  =  T^  gesetzt,  und  mit  f(T)  derjenige  Zweig  der  Function 

1 


"{/2Y 


2\/2 

bezeichnet,  dessen  Werth  für  t  =  0  positiv  ist,  so  ist 

2s  ^  (s)  ds  =  it*+\j2t'-l)\  (r)  dt, 
und  es  kann  der  Werth  des  Integrals 

f\^{s)ds  =  r\t*+\/2t'-l)\{t)dT 
für  alle  die  Grösse  v^-^  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  überschrei- 


(C) 
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tenden  Werthe  von  r^  in  eine  nach  Potenzen  von  r^  mit  ganzen  positiven 
Exponenten  fortschreitende  unbedingt  convergirende  Reihe  entwickelt 
werden. 

Wenn  die  zu  s',  s",  s'"  gehörenden  Werthe  von  t  mit  r',  t",  t 
bezeichnet  werden,  so  ergibt  sich 

2  -1+^3- 1 

r    =    tB,      T    =    T£'    wo    «    =    ~ 

Die  zu  T  conjugirte  Grrösse  möge  mit  x,  bezeichnet  und  statt  x" ,  y'\  z" 
möge  fortan  wieder  x^  y,  s  gesetzt  werden,  da  eine  Verwechselung 
mit  den  in  den  Formeln  (A)  (S.  32)  enthaltenen  ebenso  bezeichneten 
Grössen  nicht  zu  befürchten  ist.  Dann  ergibt  sich  unter  Berücksich- 
tigung der  Gleichungen  f(r«)  =  f(T),  \{tB^)  =  \{r)  folgendes  System 
von  Gleichungen: 

=  f(-s^+\/2t^  +  rU)Kr)dt  +  fi-8  +  \/2r\  +  ry)\{t,)dr,, 

0  'o 

^  fi-l  +  ^t'+t')Ur)dt    +fi-l  +  ^2t',  +  T',)UT,)dr„ 
fW  =  7      \  f(0)  =  +^. 

Aus  diesen  Gleichungen  ist,  so  lange  t  und  t^  auf  die  Umgebung  der 
"Werthe  t  =  0,  r,  =  0  beschränkt  werden,  jede  Zweideutigkeit  ver- 
schwunden. Für  die  Coordinaten  x,  y,  z  ergeben  sich  Reihenentwicke- 
lungen, welche  nach  Potenzen  von  t  und  x^  mit  ganzen  positiven  Ex- 
ponenten fortschreiten  und  für  alle  in  der  Umgebung  der  Werthe 
r  =  0,  r,  =  0  liegenden  Werthe  von  x  und  r^  unbedingt  convergiren. 

Diese  Entwickelungen  erweisen  sich  als  sehr  geeignet  zur  nä- 
heren Untersuchung  der  BeschaiFenheit  des  in  der  Umgebung  des 
singulären  Punktes  a;  =  0,2/  =  0,  ^  =  0  liegenden  Elementes  der 
Fläche. 

Geht  nämlich  x  in  xb  und  gleichzeitig  r,  in  r,«'  über,  so  geht 
z  vß.  x^  X  va.  y ^  y  va.  z  über;  die  Fläche  ist  daher  in  Bezug  auf  die 
drei  Coordinaten  x,  y,  z  symmetrisch  und  gelangt  durch  eine  Drittel- 
drehung um  die  Axe  x  =^  y  =  z  mit  sich  selbst  zur  Deckung. 

Wird  X  mit  r,  vertauscht,  so  geht  x  in  y,  y  m  x  über,  während 
z  ungeändert  bleibt.  Also  ist  die  Ebene  x  =  y  eine  Symmetrie- 
Ebene  der  Fläche. 
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Geht  r  in  —r,  t,  in  — tj  über,  so  gehen  x,  y,  z  über  in  —x, 
—y,  —2:  der  Punkt  a;  =  0,  ?/  =  0,  ^  =  0  ist  also  ein  Mittelpunkt 
der  Fläche. 

Diese  Sätze  gelten  zwar  zunächst  nur  für  solche  Werthe  von  r 
und  Tj ,  welche  in  der  Umgebung  der  Werthe  t  =  0 ,  Tj  =  0  liegen, 
und  für  das  Flächenelement ,  welches  durch  die  erwähnten  innerhalb 
dieses  Gebietes  convergenten  Reihenentwickelungen  definirt  ist;  in- 
dessen sind  diese  Sätze  sofort  auf  die  ganze  Fläche  ausdehnbar,  welche 
die  analytische  Fortsetzung  dieses  Flächenelementes  ist. 

Diese  Fläche  wird  gebildet  von  dem  InbegriiF  aller  derjenigen 
Punkte  des  Raumes,  in  deren  Umgebung  simultane,  d.  h,  durch  Ver- 
mittelung  derselben  Zwischenwerthe  erhaltene  analytische  Fort- 
setzungen der  eben  erwähnten  Reihenentwickelungen  führen. 

Es  sind  nun  die  Anfangsglieder  dieser  Entwickelungen  ins  Auge 
zu  fassen.  Diese  sind,  abgesehen  von  dem  Factor  —  V'^l^,  beziehungs- 
weise 

ET  +  s^t^ ,       sh  +  «f  j ,       i:  +  t^', 

alle  anderen  Glieder  enthalten  die  Variablen  t  oder  r^  in  der  dritten 
oder  in  einer  höheren  Potenz  als  Factor. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  x  =  0,y  =  0,z  =  0  ein  ein- 
facher Punkt  des  betrachteten  Flächenelementes  ist,  dass  die  Ebene 
x  +  y  +  0  =  0  in  diesem  Punkte  die  Tangentialebene  des  Flächenele- 
mentes ist  und  dass  der  Abstand  eines  dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0, 
2  =  0  benachbarten  Punktes  des  Flächenelementes  von  dieser  Tan- 
gentialebene in  Bezug  auf  t  und  t^ ,  also  auch  in  Bezug  auf  x,  y ,  2 
eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist. 

Weil  das  betrachtete  Flächenelement  in  dem  Punkte  x  =  0, 
y  =  0,  2  =  0  eine  Punktsingularität  nicht  besitzt,  so  wird  dasselbe 
von  jeder  diesem  Punkte  hinreichend  nahe  liegenden  und  der  Tan- 
gentialebene X  -{-y  +  2  =  0  nicht  parallelen  Geraden  in  nur  einem, 
dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0,  2  =  0  benachbarten  Punkte  geschnitten. 

Aus  den  Gleichungen  (C)  (S.  45)  ergibt  sich 

x  +  y-]-2  =f3\l2t'^{t)dt  +  /  3  \/2t?  f  (rj  dt„ 

0  '0 

oder,  wenn  i'  =  (t,  tJ  ^  (i,  gesetzt  wird, 


i+^K-c: 
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Die  Summe  der  beiden  elliptischen  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  kann  nur  dann  gleich  Null  sein ,  wenn  die 
Summe  ihrer  oberen  Grenzen  ft  +  ^^  =  t'+  Tj  den  Werth  Null  hat. 
Dies  ergibt  folgende  Werthsysterae : 

JLL  _  iE*. 

T  =  r •  e  "   ,         t;  =  r-e     • , 

3;tt  ani 

t  =  r-  e  ^  ,         r,  =  r-e      ', 
t  =  r-e  ^  ,         r,  =r-e      ', 

in  welchen  r  eine  veränderliche  (reelle)  Grösse  bezeichnet. 

Diesen  Werthsystemen  entsprechen  auf  der  Fläche  drei  in  der 
Tangentialebene  x-\-y  -\-s  =  0  enthaltene ,  einander  unter  Winkeln 
von  60°  schneidende  gerade  Linien,  die  Durchschnitte  der  Ebenen 

y  =  0,  e  +  x  =  0;      3  ==  0,  x-\-y  =  0;      x  =  0,y-\-is  =  0. 

Jede  dieser  Geraden  ist  eine  Symmetrieaxe  der  Fläche.  Dies 
folgt  z.  B.  für  die  Gerade  ^  =  0,  x  +  y  =  0  aus  der  Eigenschaft, 
dass  die  Ebene  x  =  y  eine  Symmetrie-Ebene  und  der  Punkt  x  =  0, 
t/  =  0,  ^  =  0  ein  Mittelpunkt  des  betrachteten  Flächenelementes  ist. 

Der  Ausdruck  für  den  Abstand  eines  Punktes  des  Flächenele- 
mentes von  der  Tangentialebene  x  -j-y  +  s  =  0  zeigt ,  dass  die  durch 
die  drei  Geraden  gebildeten  sechs  Sectoren  des  Flächenelementes  ab- 
wechselnd auf  der  einen  und  auf  der  anderen  Seite  der  erwähnten 
Tangentialebene  liegen.  Es  tritt  somit  für  dieses  Flächenelement  die 
oben  (S.  17)   beschriebene  Singularität  (q  =  S,  27  =  2)  auf. 

Für  die  Coordinaten  des  dem  Werthepaare  s'"  =  0,  s"'  =  0  ent- 
sprechenden Punktes  ergeben  sich,  vorausgesetzt,  dass  die  Integra- 
tion s^'ariablen  s  und  5,  sich  auf  geradem  "Wege  von  —a  bis  0  be- 
wegen, die  Werthe  (vgl.  S.  44) 

X  =  (|G)-^aj')4-(-^-cj  +  |Gj')  =     G), 

z  =        —\(a  —\^        =   —^' 

Es  ist  also  der  Punkt  a;  =  a),2/  =  03>  ^=— oiein  Punkt  der 
Fläche.  Zur  näheren  Untersuchung  des  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  liegenden  Elementes  der  Fläche  ist  es  nützlich,  auf  die  For- 
meln (A')  (S.  37)  zurückzugehen,  wobei  x-ia  =  x\  y-(o  =  y', 
z  +  G)  =  e'  zu.  setzen  ist. 
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Für  die  Coordinaten  x\  y\  z'  ergeben  sich  ans  diesen  Formeln 
Reihenentwickeluugen,  welche  nach  Potenzen  von  s  nnd  s^  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  fortschreiten  und  für  alle  Werthe  dieser  Grössen, 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  a,  unbedingt  convergiren. 

Durch  Vertauschung  von  s  und  s,  ergibt  sich  auch  hier  die  Sym- 
metrie in  Bezug  auf  die  Ebene  x'  =  y'. 

Wenn  gleichzeitig  s  mit  —s,  s^  mit  —  Sj  vertauscht  wird,  so  geht 
x'  in  —x,  y  in  —y  über,  während  s'  ungeändert  bleibt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  dieZ'-Axe  (rr'  =  0,  «/'  =  0),  mit  welcher  die  Normale 
der  Fläche  im  Punkte  x'  =  0,  ?/'  =  0,  0'  =  0  zusammenfällt,  für  das 
Flächenelement  eine  Symmetrieaxe  ist.  Also  ist  auch  die  Ebene 
x'-\-  y'  =:  0  eine  Symmetrie-Ebene  dieses  Flächenelementes. 

Die  Ebene  /  =  0  ist  die  Tangentialebene  des  Flächenelementes 
im  Punkte  x'  =  0,  y'  =  0,  e'  =  0. 

Die  G-leichung  s'  =  J^Si^(s)ds  +f2s^%{s^)ds^  zeigt,  wenn  durch 
0  0 

die  Substitutionen  s^  =  t ,  sl  =  t^  zu  elliptischen  Integralen  überge- 
gangen wird,  dass  die  G-leichung  /  =  0  nur  dann  befriedigt  werden 
kann,  wenn  s^+  s\  =  0  ist,  d.  h.  wenn 

s  =:  r-\Ji ,  5,  =  r-Sl—i, 

oder  

s  =   r-  \J—i,      5i  =  r-Sji 

gesetzt  wird,  wo  r  eine  veränderliche  (reelle)  Grösse  bezeichnet. 

Diesen  Annahmen  entsprechen  zwei  der  Tangentialebene  0'  =  0 
und  dem  Flächenelement  gemeinsame  gerade  Linien  ^'  =  0 ,  y'  =  0 
und  /  =  0 ,  x'  =  0 ,  welche  zugleich  Symmetrieaxen  des  Flächenele- 
mentes sind.  Wird  nämlich  s  =  v-\Ji,  s^  =  v^-Sj  —  i  gesetzt,  worin 
V  und  Vi  conjugirte  Grössen  bedeuten,  und  dann  v  und  v^  vertauscht, 
so  geht  y'  in  —y',  z'  in  —2'  über,  während  x  unverändert  bleibt, 
woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt. 

In  dem  Punkte  x'  =  0,  y'  =  0,  s'  =  0  tritt  also  der  oben  S.  17 
betrachtete  Fall  {q  =  2,  p  =  1)  ein. 

Mit  Zuhülfenahme  dieser  Betrachtungen  ist  es  möglich,  auf  ana- 
lytischem Wege  eine  annähernde  Vorstellung  von  der  Gestalt  desje- 
nigen Theiles  der  Fläche  zu  gewinnen,  welcher  bei  Beschränkung  der 
Veränderlichkeit  der  Variablen  s  und  s^  auf  das  Kreisbogenviereck 
al  cd  durch  die  Formeln  (A')  auf  S.  37  unter  der  Bedingung  darge- 
stellt wird,  dass  den  Variablen  s  und  s^  stets  conjugirte  Werthe  bei- 
gelegt werden. 
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Der  Begrenzung  entsprechen  nach  den  Sätzen,  welche  sich  für 
das  dem  Werthepaare  s  =  —  a,  .s^  =  —a  entsprechende  Flächenele- 
raent  ergeben  haben  und  welche  durch  die  soeben  gewonnenen  Sym- 
metriebeziehungen  vervierfacht  werden,  vier  gerade  Strecken,  welche 
gegen  die  Ebene  ^'  =  0  unter  45"  geneigt  sind  und  deren  Projectio- 
nen  auf  diese  Ebene  die  Länge  2cö  liaben.  Der  geometrische  Ort  der 
Projection  x'+y'i  eines  reellen  Punktes  dieses  Flächenstückes  auf  die 
Ebene  s  =  0  ist  das  von  den  Projectionen  der  erwähnten  Strecken 
gebildete  zwischen  den  Parallelen  a;'  =  —  ca,  x  =  +g)  und  y'  =  —co, 
y'  =  +0  liegende  Quadrat.  Für  positive  den  Werth  o  nicht  über- 
schreitende Werthe  von  x'  und  von  y'  ist  der  Werth  der  Coordinate 
^'  auch  positiv  und  nirgends  grösser  als  (o. 

Dies  kann  dadurch  bewiesen  werden ,  dass ,  nachdem  das  Gebiet 
von  s  in  erwähnter  Weise  beschränkt  worden  ist ,  die  Grebiete  der 
Werthe,  welche  die  Integrale 

f\/'^i(l~is')%(s)ds,    f\Ji{l+is')^(s)ds  und   f2s^(s)ds 

*0  0  "o 

unter  dieser  Voraussetzung  annehmen  können,  als  begrenzte  Flächen- 
theile  der  Ebene  geometrisch  dargestellt  werden.  ^^) 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich,  dass  das  betrachtete  Flächenstück 
aus  vier  congruenten  Theilen  besteht,  drei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Symmetrieaxen ,  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Sym- 
metrie-Ebenen besitzt  und  der  äusseren  Gestalt  nach  mit  dem  zwischen 
den  Ebenen  x'  =  —a  und  x'  =  -t-ca,  y'  =  —co  und  y'  =  + «  lie- 
genden Stücke  des  hyperbolischen  Paraboloides  co-  0'  =  x'-  y'  grosse 
Aehnlichkeit  hat.  Beide  Flächenstücke  haben  die  Begrenzungslinie, 
die  Symmetrieaxen,  die  Symmetrie  -  Ebenen  und  in  neun  Punkten 
auch  die  Tangentialebenen  gemeinsam.  ^^) 

Für  die  Grösse  des  Hauptkrümmungsradius  in  einem  beliebigen 
Punkte  der  Fläche  ergibt  sich  der  Werth 

_  (1+  S5,)' 


v^(l-l45*^-5«)(l-l4s:-^s«) 

Derselbe  wird  in  keinem  reellen  Punkte  der  Fläche  gleich  Null,  er- 
langt seinen  kleinsten  Werth  1  für  .s  =  0,  .Sj  =  0  und  wird  unendlich 
gross  in  den  vier  Ecken. 

Da  für  die  analytische  Fortsetzung  des  eben  betrachteten  Flächen- 
stückes  die   vier  Geraden,    welche    die  Begrenzung   desselben  bilden, 

Schwarz,  Oesammelte  Äbhandlnngen.  I.  4 
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Symmetrieaxen  sind,  so  ergibt  sicli,  dass  der  reelle  Theil  der  durch 
die  Formeln  (A'),  (B),  (C)  bei  imbeschränkter  Veränderlichkeit  der 
unabhängigen  Variablen  dargestellten  analytischen  Fläche  aus  lauter 
Stücken  zusammengesetzt  werden  kann,  welche  dem  eben  betrach- 
teten congruent  sind. 

Dieser  Umstand  erleichtert  die  Anfertigung  eines  Modelles, 
welches  dazu  dient,  eine  anschauliche  Vorstellung  der  Gestalt  des 
reellen  Theiles  der  Fläche,  soweit  derselbe  in  einem  begrenzten  Theile 
des  Raumes  enthalten  ist,  zu  vermitteln. 

Bei  nicht  zu  geringer  Ausdehnung  zeigt  ein  solches  Modell  eine 
deutliche  Periodicität  der  Fläche  in  der  Richtung  jeder  der  drei 
Coordinatenaxen. 


Uebergang  zu  den  elliptischen  Functionen. 

Es  wurde  bereits  bemerkt ,  dass  es  möglich  sei,  das  System  der 
Formeln  (B)  durch  eine  Aenderung  des  Coordinatenanfangs  so  umzu- 
gestalten, dass  die  Integrale,  durch  welche  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  der  Fläche  ausgedrückt  werden,  dieselbe  untere 
Grenze  —a  erhalten. 

Es  ergibt  sich  (vergl.  S.  43—45) 

—a  —a 

(D)  y  =  -T  2s^is)ds-J'"  2s,^(s,)ds,, 

—a  —a 

z  =       r  2s^{s)ds+  T'  2s,^{s,)ds^. 
—a  —a 

Durch  die  Substitutionen  s'^  =  t',  s'^  =  t[  u.  s.  w.  gehen  diese 
Formeln,  wenn  vom  Vorzeichen  abgesehen  wird,  in  die  folgenden  über : 
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Hierbei  bestehen  zwischen  den  oberen  Grenzen  die  Grieichungen 

/i-}-Vi"\/rv  _         ^i+sj—jsjr^  _ 
V\/r-^\/~iJ  ~         V  sir-sji    J  ~    ' 

Die  elliptischen  Integrale,  durch  welche  in  den  Formeln  (E)  die 
Coordinaten  x,  y,  z  ausgedrückt  sind,  lassen  sich  vermöge  des  Addi- 
tionstheorems wirklich  addiren  und  zwar  ist 


f(t,h) 


worin  f{t,t,)  eine  algebraische  Function  von  t  und  t,  bedeutet,  welche 
durch  t,  t„  \Jl-14f+i',  ^T-14:tl  +  ¥,  rational  ausgedrückt  ist. 
Es  ist  also 

rfir,t[)  rfV",t'n  /•/•(r,c) 

a^  a^  a* 

Durch  die  Gleichung 


-/ 


dt 


ist  die  obere  Grenze  t  als  eine  elliptische  Function  von  u  definirt. 
Wird  diese  Function  mit  i^(m)  bezeichnet,  so  genügt  dieselbe  der 
Differentialgleichung 

i;'(uy  =  1- 14  ^  (uy+ 1  (uy 

und  der  Anfangsbedingung  ^(0)  =  2  — \/3,  während  t'{0)  den  Werth 
Null  hat.  Es  ist  mithin  ^(w)  eine  grade  Function  ihres  Argumentes 
oder  es  ist  i){—u)  =  ^(m). 

Die  obigen  Gleichungen  ergeben  also 

^l^{x)  =  f{t',t[),         ^{y)  =  f{t",  t'[),         ^(z)  =  fit'",  t'['). 

Weil  die  Grössen  t',  t",  t[  und  t"  algebraische  Functionen  von  t'"  und 
t"'  sind  und  die  Function  f  eine  algebraische  ist ,  so  ist  es  möglich, 
die  beiden  Grössen  t'"  und  t"'  zu  eliminiren  und  es  ergibt  sich  als 
Resultat  der  Elimination  eine  Gleichung 

4* 
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worin   F   eine    ganze    rationale  Function    der   drei    Argumente    f{x), 
'il){y)  und  il){z)  ist.     In  Worten: 

Es  gibt  eine  in  Bezug  auf  elliptische  Functionen 
der  drei  Coordinaten  rationale  und  ganze  Function, 
welche  für  alle  Punkte  der  betrachteten  Fläche  den 
Werth  Null  hat. 

Dieser  Satz  spricht  die  analytische  Natur  der  vorgelegten  Fläche 
aus.  Für  alle  endlichen  "Werthe  des  Arguments  haben  die  elliptischen 
Functionen  den  Character  rationaler  Functionen;  also  sind  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  des  Raumes  die  einzigen,  in  welchen  die 
Fläche  aufhört,  den  Charakter  einer  algebraischen  Fläche  zu  besitzen. 
Hiermit  hängt  zusammen:  Während  im  Allgemeinen  diejenigen  Flächen, 
deren  Coordinaten  als  Integrale  algebraischer  Functionen  zweier  va- 
riablen Parameter  dargestellt  sind,  die  Eigenschaft  haben,  jedem  Punkte 
des  Raumes  beliebig  nahe  kommen  zu  können,  gibt  es  im  vorliegenden 
Falle  keinen  einzigen  bestimmten  Punkt  des  Raumes,  welchem  die 
Fläche  unendlich  nahe  kommen  kann,  ohne  durch  denselben  hindurch- 
zugehen. 

Diese  analytische  Gleichung ,  welche  die  vorgelegte  Fläche  in 
ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  darstellen  muss ,  und  welche 
auf  dem  angegebenen  Wege  erhalten  werden  kann ,  stellt  dieselbe  je- 
doch nicht  rein  dar,  sondern  ist  mit  ausserwesentlichen,  der  vorliegenden 
Untersuchung  fremden  Factoren  behaftet ,  welche  auch  durch  Adjunc- 
tion  von  t^'(^)  >  t'iy)  j  t'i'^)  nicht  sämmtlich  entfernt  werden  können. 
Ueberdies  enthält  die  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  erhaltende 
Grieichung  den  Factor,  welcher  die  Fläche  selbst  und  nur  diese  dar- 
stellt, in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz. 

Die  Ursachen  hiervon  sind  folgende :  Die  elliptische  Function  ip  (u) 
ist  eine  doppelt  periodische  Function  mit  den  beiden  Fundamentalpe- 
rioden 2ra  und  2(ö'.  Die  obige  Function  F  bleibt  daher  ungeändert, 
wenn  an  die  Stelle  von  s  £!  +  2o,  ^  +  2aj'  gesetzt  wird.  Nun  ist  aber, 
wie  sich  bald  zeigen  wird,  der  Punkt  x  =  x^,  y  =  y^,  ^  =  .s'^-f-  2« 
im  Allgemeinen  nicht  ein  Punkt  der  Fläche ,  wenn  der  Punkt 
^  =  ^01  y  =  Voj  ^  =  ^0  öin  solcher  ist. 

Daher  muss  die  Gleichung  F  =  0  einen  Factor  haben,  welcher, 
für  sich  gleich  Null  gesetzt,  die  in  der  Richtung  der  ^-Axe  um  2» 
verschobene  Fläche  darstellt. 
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Dass  die  durch  mechanisclie  Elimination  zu  erhaltende  Gleichung 
JP  =  0  die  vorgelegte  Fläche  mehr  als  einmal  darstellen  muss ,  d.  h. 
dass  sie  den  Factor,  welcher  die  Fläche  allein  darstellt,  in  einer  hö- 
heren als  der  ersten  Potenz  enthalten  muss,  folgt  daraus,  dass  der- 
selbe Punkt  der  Fläche  für  mehr  als  ein  Werthepaar  t'"  und  t'"  er- 
halten wird. 

Es  ist  daher  ein  anderer  Weg  einzuschlagen,  welcher  nothwendig 
zu  einer  unzerlegbaren  analytischen  Grleichung  der  vorgelegten 
Fläche  führt. 


Die  Aufgabe ,  die  gereinigte  Gleichung  der  Fläche  darzustellen, 
ist  identisch  mit  der  folgenden : 

Alle  zu  einem  beliebig  gegebenen  Werthepaare  x  =  x^,  y  =  y^ 
gehörenden  Werthe  ^  zu  ermitteln  und  als  Wurzeln  einer  analytischen 
Gleichung  zusammenzufassen ,  welche  nur  diese  Werthe  zu  Wurzeln 
hat  und  zwar  jeden  derselben  als  einfache  Wurzel ,  wenn  durch  den 
betreifenden  Punkt  der  Fläche  nur  ein  einfaches  Flächenelement  hin- 
durch geht. 

Die  angegebene  Aufgabe  wird  zunächst  für  das  Werthepaar 
X  =  0,  y  =  0  gelöst,  für  welches  ein  zugehörender  Werth  von  ^, 
nämlich  £■  =  0,  bekannt  ist. 

Mit  anderen  Worten:  Wenn  s'"  und  .s"'  von  den  Werthen 
v  =  —a,  .s'i  =  —a  ausgehend,  beliebige  Wege  beschreiben,  welche 
Wege  sind  zulässig,  damit  das  Resultat  der  auf  den  entsprechenden 
Wegen  s\  s[ ;  s",  s"  ausgeführten  Integrationen  sowohl  für  x  als  für 
y  den  Werth  Null  ergebe,  und  welche  Werthe  kann  ^  hierbei  er- 
langen ? 

Eine  jede  Integration  auf  einem  beliebigen  Wege  kann  zerlegt 
werden  in  eine  geschlossene  Integration,  bei  welcher  die  Endpunkte 
der  Integrationswege  wieder  s  =  —a ,  s^  =  —a  sind,  und  in  eine 
Integration ,  bei  welcher  die  Integrationswege ,  welche  sich  auf  die 
Variablen  s'"  und  s'"  beziehen,  von  s  =  —a,  s^  =  —a  ausgehen  und 
keinen  der  Querschnitte  überschreiten.  Hierbei  muss  jedoch  ein  ein- 
maliges Umkreisen  des  Punktes  —  a  gestattet  werden,  damit  die  End- 
punkte s'",  s'^'  der  Integrationswege  ebensowohl  in  dem  unteren  als 
in  dem  oberen  Blatte  der  Ebene  liegen  können. 

Es  sind  daher  zunächst  die  Werthe  derjenigen  gleichzeitigen 
Aenderungen  zu  ermitteln,  welche  die  Coordinaten  x,  y,  z  durch  eine 
Integration  auf  einem  geschlossenen  Wege  erfahren. 
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Ist  das  Ergebniss  einer  solchen  Integration  auf  geschlossenem 
Wege  für  die  Coordinaten  x^  y,  z  beziehungsweise  2ß,,  ^Sl^^  2^3,  so 
bilden  diese  Grössen  für  die  drei  Coordinaten  ein  System  zusammen- 
gehöriger Perioden:  wenn  die  Fläclie  parallel  zu  sich  selbst  in  der 
Richtung  der  drei  Coordinatenaxen  beziehlich  um  diese  Grössen  ver- 
schoben wird,  so  gelangt  dieselbe  mit  sich  zur  Deckung. 

Die  Aenderungen,  welche  durch  eine  Integration  auf  einem  ge- 
schlossenen Wege  herbeigeführt  werden,  lassen  sich  nun  nach  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Integrale  algebraischer  Functionen  durch  Ad- 
dition und  Subtraction  aus  den  Ergebnissen  solcher  Integrationen 
zusammensetzen,  bei  welchen  der  geschlossene  Integrationsweg  ausser 
dem  Punkte  s  =■  —a  nur  noch  je  einen  der  sieben  andern  singu- 
lären  Punkte  umschliesst. 

Da  jedoch  der  Umlauf  um  einen  dieser  Punkte  ersetzt  werden 
kann  durch  einen  Umlauf  in  entgegengesetzter  Richtung  um  alle 
übrigen,  so  ist  es  nur  nöthig,  für  sechs  solche  geschlossene  Integra- 
tionen, bei  welchen  der  Integrationsweg  den  Punkt  —  a  und  je  einen 
von  sechs  singulären  Punkten  umschliesst,  das  System  der  gleichzei- 
tigen Aenderungen ,  welche  die  drei  Coordinaten  durch  eine  solche 
Integration  auf  geschlossenem  Wege  erfahren,  zvi  ermitteln. 


Es  gehe  s'"  =  s  von  einem  in  der  Nähe  des  Punktes  —  a  liegen- 
den Punkte  des  oberen  Blattes  aus  und  beschreibe  eine  einfache  ge- 
schlossene   Linie    (Fig.  9.) ,    welche  in    ihrem  Innern   nur   die   beiden 


Fig-  9. 


singulären  Punkte  —a  und  —  —  enthält  und  die  von  —a  ausgehende 

«         .      .                                                 1 
Schnittlinie   nur   einmal   und  zwar  in   ihrer  Verlängerung  über 

hinaus  in   positivem  Sinne  durchschneidet.    Der  Werth  der  Quadrat- 
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Wurzel  wird  hierbei  nicht  geändert ;  das  Integral  j  2s  j^  (s)  ds  erhält 
anf  diesem  Wege  den  Zuwachs  —2a)'. 

Der  entsprechende  Weg,  den  s'  beschreibt  (Fig.  10.),  schliesst  die 
Kreisbogen  strecke  von  —a  bis  ai  ein  und  zwar  erlangt  das  Integral 
J  2s'i^{s)(ls'  auf  diesem  Wege  den  Zuwachs  —2a). 

Der  Weg,    den  s"   beschreibt  (Fig.  11.),   durchschneidet  die   von 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


—  a  ausgehende  Schnittlinie  und  tritt  in  das  untere  Blatt  der  Ebene 
ein.     Das  Integral  J  2s"  i^{s")ds"  nimmt  auf  diesem  Wege  um  +2o  zu. 

Die  im  unteren  Blatte  liegenden  Theile  der  Integrationswege  sind 
in  den  bezüglichen  Figuren  punktirt  gezeichnet. 

Die  Coordinaten  x ,  y ,  s  erhalten  demnach ,  wenn  s  den  angege- 
benen Weg  beschreibt,  die  gleichzeitigen  Aenderungen 

1 

s         —a-  • 


X 

+  2o 

y 

— 2o 

z 

-2a)'. 

Hieraus  ergeben  sich  durch  cyclische  Vertauschung  die  Werthe 
der  Aenderungen,  welche  die  Coordinaten  erfahren,  wenn  s  einen 
Umlauf  um  die  Kreisbogenstrecken  —  a-  •  -  ai  und  —a'-—ai  voll- 
führt.    Dieselben  sind  enthalten  in  der  Tabelle 


s 

1 

a 

—  a'--ai 

— a  •  •  — ai 

X 

-f2a) 

-2aj 

-2(o' 

y 

-2a) 

-2a)' 

-|-2aj 

s 

-2a)' 

-f2a) 

-2a) 

(1) 

(2) 

(3) 
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Wenn  liingegen  s  einen  Weg  beschreibt,  welcher  die  geradlinige 
Strecke    von    —a   bis    +a  in   positiver   Richtung    umgibt   (Fig.  12.), 

Fig.  12. 


so  umgeben   die  entsprechenden  Wege   von  s'  und  s"  die  Kreisbogen- 
strecken,  welche   von   —a  nach und  H führen  (Fig.  13,  14.), 

Fig.  13.  Fig.  14. 


und  es  erlangen  die  drei  Integrale 

f2s%(s)ds ,      f2s'^(s')ds,      f2s"^is")  ds" 
beziehlich  die  Aenderungen 

0,  _2w  +  2a)',  -2(0-2(0, 

die  Coordinaten  x,  y,  s  mithin  die  Aenderungen 

-}-2«-2a)',         +2(0+2«,  0. 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  Tabelle 


s 

—  a  •  •  •  +a 

i 
a 

-a...+Ä 
a 

X 

y 

z 

2(0-2«' 

2(0  +  2(ö' 

0 

2(0+2(0' 

0 
2(0  -  2(ö' 

0 
2(0-2(0' 
2(0  +  2(o' 

(4) 

(5) 

(ß) 
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Durch  Vertauschiing  von  x  und  y  ergeben  sicli  nun  die  entspre- 
chenden Aenderungen,  welche  die  Coordinaten  durch  Integrationen  in 
Beziehung  auf  die  Variable  s'"  =  s^  auf  denselben  geschlossenen 
"Wegen  erfahren. 

Diese  Aenderungen  sind  aus  folgenden  Tabellen  zu  entnehmen. 


s 

1 

a 

—  a---ai 

—  a  •  •  •  —  « i 

X 

-2(0 

-2(0' 

+  2(0 

y 

+  2(0 

-2(0 

-2(0' 

^ 

-2.' 

+  2(0 

-2. 

(7) 

(8) 

(9) 

8j 

—  a  •  •  ■  +  a 

i 
a 

-«...+A 
a 

X 

y 

z 

2co  +  2(o' 
2(0  -2(o' 

0 

0 
2(0  +  2(o' 
2(0-2(0' 

2(0 -2(o' 

0 
2(0  +  2(o' 

(10) 

(11) 

(12) 

Die  vier  Tabellen  ergeben  zwölf  verschiedene  Systeme  gleich- 
zeitiger Aenderungen  der  Coordinaten  durch  Integrationen  auf  ge- 
schlossenen Wegen. 

Durch  Addition  der  Systeme  (1)  und  (7)  wird  für  die  Coordinaten 
X,  y,  z  das  Periodensystem  0,  0,  —  4(o'  erhalten.  Es  ist  also  —  4(o' 
und  also  auch  Axo  eine  Periode  für  die  Coordinate  z^  d.  h.  ist  x  =  x^^ 
y  =  Vo^  ^  ="  ^Q  ßin  Punkt  der  vorgelegten  Fläche,  so  ist  jedesmal 
auch  X  =  x^,  y  =  y^,  z  =  z^  —  4(o'  ein  Punkt  der  Fläche  (im  analy- 
tischen Sinne),  also  auch  x  =  x^,  y  =  y^,  z  =  z^+4n(o'  wo  n  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Dieser  Punkt  wird  er- 
halten   durch  w  malige   Einschaltung    der    die   Punkte    —a  und 

umgebenden  geschlossenen  Integrationswege  in  den  Weg,  auf  welchem 
der  Punkt  x  =  x^,  y  =  y^,  z  =  z^  erhalten  worden  ist. 

Auch  4(0  ist  eine  solche  Periode  für  die  Coordinate  z. 

Durch  Addition  der  Systeme  (5)  und  (6)  und  Subtraction  des 
Systemes  (10)  ergibt  sich  nämlich  für  x,  y,  z  das  Periodensystem 
0,  0,  4(0.  Also  sind  4(o  und  4(o'  unabhängige  Perioden  für  die  Coor- 
dinate z  und  analogerweise  auch  für  die  Coordinaten  x  und  y. 
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Die  reelle  Periodicität  der  Fläclie  zeigt  deutlicli  das  Modell 
derselben. 

Mit  Hülfe  dieser  Periodensysteme  ist  aus  dem  obigen  System  ein 
vollständiges  System  zusammengehöriger  Perioden  herzustellen ,  aus 
welchem  sich  in  Verbindung  mit  den  unabhängigen  Perioden  alle  an- 
dern Periodensysteme  herleiten  lassen. 

Aus  dem  Systeme  der  Aenderungen  (1)  bis  (12)  sind  zunächst 
auszuscheiden  die  Systeme  (7)  bis  (12),  weil  dieselben  aus  den  ent- 
sprechenden Systemen  (1)  bis  (6)  durch  Hinzufügung  von  ±  4gj,  ±  4«' 
hergeleitet  werden  können.  Von  den  übrig  bleibenden  Systemen 
können  dann  noch  ausgeschieden  werden  die  Systeme  (4)  bis  (6),  weil 
dieselben  durch  Verbindung  je  zweier  der  übrigen  und  die  unabhän- 
gigen Perioden  zusammengesetzt  werden  können.  Es  bleiben  also  nur 
noch  die  Systeme  (1) ,  (2)  und  (3)  übrig ,  welche  durch  die  folgenden 
ersetzt  werden  können 


X 

2ö 

2co 

2«' 

y 

2ö 

2«' 

2ö 

z 

2«' 

2(0 

2cj. 

Wenn  daher  eine  Integration  auf  geschlossenem  Wege  Aende- 
rungen der  Coordinaten  zur  Folge  hat,  so  haben  dieselben  beziehlich 
folgende  Werthe 

2ßj  =  4wij  CO  -K  4«j,  co'  +  2p  CO  +  2(/  ö  -f  2r  co', 
25i2  ==  4m2co-l-4«2G)'+2j9co-f  2gco'+2rco, 
2ii3  =  4w3Co-f  4^3(0'+ 2^a>'-f-2gco -|-2rco, 

und  zwar  bedeuten  die  Grössen  m  und  n  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  einschliesslich  der  Null ,  während  die  Zahlen  'p  ^  g ,  r  einzeln 
entweder  den  Werth  0  oder  1  haben.  Es  ist  auch  ersichtlich,  wenn 
die  sechs  ganzen  Zahlen  m  und  n ,  sowie  die  drei  ganzen  Zahlen 
j),  g  und  r  beliebig  angenommen  werden,  dass  für  jede  solche  An- 
nahme geschlossene  Integrationswege  angegeben  werden  können ,  für 
welche  das  System  der  gleichzeitigen  Aenderungen  der  Coordinaten 
mit  dem  durch  die  obigen  Grleichungen  bestimmten  Periodensystem 
übereinstimmt,  *^) 


Es  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  alle  Wege  der  Integrations- 
variablen s'"  =  s  und  s'"  =  s^  zurückführbar  sind  auf  einen  ge- 
schlossenen Integrationsweg  und   auf   einen   solchen  Integrationsweg, 
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welcher  keine  der  ausgesclilossenen  Linien  überschreitet,  wobei  jedoeli 
ein  einmaliges  Umkreisen  des  Punktes  —a  offen  gelassen  werden  muss. 

Um  nun  alle  diejenigen  Werthe  von  2  zu  bestimmen,  welche  dem 
Werthepaare  a:  =  0,  «/  =  0  entsprechen,  sind  zunächst  diejenigen 
Werthepaare  von  s  und  s^  aufzusuchen,  für  welche  x  und  y  gleich- 
zeitig den  Werth  Null  haben  können. 

Es  war,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


dt[ 


Damit  die  Summe  dieser  Integrale  den  "Werth  Null  habe ,  ist  noth- 
wendig,  dass  t'  =  t[;  dies  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Umkeh- 
rungsfunction  des  Integrals 


dt 


>^l-Uf+f' 


die  elliptische  Function  f(u),  eine  grade  Function  ist  (vgl.  S.  51). 
Aus  demselben  Grunde  muss,  damit  y  den  Werth  Null  haben  könne, 
t"  =  t"  sein. 

Daher  müssen  für  alle  diejenigen  Werthe  von  s  und  s^  für  welche 
X  und  y  den  Werth  Null  haben,  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen 

(1±$L)  =  (1±&)     und     (1±^E^  =  (ItVK] 

erfüllt  sein.     Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  in  die  Form  setzen 
fA±y^'^    I   ^+  V^~^^'  Y  f  ^"'"  ^li        -^"^  ^~^J'  ^  =  AB  =  0, 

\    s  —  ^i  s^  —  sJ-iJ    \    s-\li  s^-\j-i^ 

und  zwar  ist  dann  jeder  Factor  dieser  beiden  Gleichungen ,  für  sich 
gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  eines  Kreises. 
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Fig.  15.  (Fig.  6.  auf  S.  38.) 


C/ 


Ax. 


>i^r 


r'äl^N 


a;i- 


-Vl  1^^.. 


^\5 


/ 


y'B 


Der  Kreis  .•1  =  0  geht  durch  die  Punkte     a,       ai, ,   — - 


~a, 

-ai, 

+1, 

a 

4- 

a, 

-ai, 

1 

a  ' 

.    1 

i 

B  =  0 

C  =  0 


„          „      B  =  0      „        „         „         ,,  -a,       ai,  + 

a  a 

Die  Schnittpunkte   je    eines    der  Kreise  A ,  B   mit  je    einem  der 

Kreise  ü,  B  ergeben  sämmtliche  Wurzeln,  welche  dem  vorgelegten 
Grieichungssysteme  genügen. 

Es  sind  demnach  die  Auflösungen  der  obigen  Gleichungen  fol- 
gende acht  Paare 


s  =  —a 


s=  -{-a 
s^=  +a 
s  =  —ai 


«1=  + 


a 


'■=-T 


'  a 


oder  alle    acht  singulären  Werthe   von  5  nebst  den  jedesmaligen  con- 
jugirten  Werthen  von  s^. 
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Unter  diesen  Werthepaaren  von  s  und  s^ ,  für  welche  allein  x 
und  y  gleichzeitig  den  "Werth  Null  haben  können,  sind  nun  diejenigen 
auszuwählen,  für  welche  wirklich  x  und  y  bei  geeigneter  Wahl  der 
Integrationswege  den  Werth  Null  annehmen. 

Es  werde  begonnen  mit  dem  Werthepaare  s  =  — «,  5^  =  — «. 
Alle  Werthe,  welche  x  und  y  für  diese  Werthe  von  s  und  s,  erhalten 
können,  sind  enthalten  in  den  Formeln  auf  S.  58 

y  =  4m^  CO  4-  4^2  a)'+2p(o  +2q(o'-\-2rc). 
Damit  x  =  0  sei,  muss  zunächst  r  =  0,  w^  =  0  sein,  ferner  p  +  q  =  0 
(mod.  2),  m^  =  —^{p  +  q);  damit  y  =  0  sei,  muss  ^  =  0,  w,  =  0 
sein  ;  weil  q  =  0  und  p  +q  =  0  (mod.  2) ,  so  muss  p  ==  0  sein,  da  p 
nur  den  Werth  0  oder  1  haben  kann.  Es  sind  also  für  das  Werthe- 
paar  .s  =  —  a,  s^  =  — a  alle  zu  den  Werthen  x  =  0 ,  y  =  0  gehö- 
renden Werthe  von  ^  in  der  Formel 

^  =  4m  cö  +  4w  o' 
enthalten. 

Es   möge   nun   das  Werthepaar  s  =  -\ ,    5,  =  -\ ins  Auge 

gefasst  werden.     Jeder  vom  Punkte  s  =  —a  ausgehende  und  in  dem 

Punkte  s  =  -\ endigende  Integrationsweg  kann   zusammengesetzt 

werdeil  aus  eiuem  geschlossenen  Integrationswege  und  einem  solchen, 
der  keine  der  ausgeschlossenen  Schnittlinien  überschreitet.  Dies  gilt 
in  Bezug  auf  den  Weg  von  s  und  s 
die  gleichzeitigen  Wege  von  s',  s",  i^ 

Wenn  die  Integration swege  die  Gestalt  haben,  welche  die  Fi- 
guren 16  und  17  zeigen,  so  erlangen  die  Coordinaten  folgende  Werthe 


Fig.  16. 


, ,    aber   nicht   auch  in  Bezug  auf 

f.',  s" 
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S 

«i 

X 

—  co' 

+  «' 

y 

2(0  + a' 

2ca-cj' 

8 

—  co' 

+  co' 

für  s  =  —  und  s,  =  —  an- 
a  ^         a 


Sowohl  bei  der  Addition  dieser  "Werthe  als  auch  bei  der  Sub- 
traction  derselben  ergeben  sich  solche  Werthe  der  Coordinaten,  welche 
dieselben  durch  Integrationen  auf  geschlossenen  Wegen  auch  für  die 
Werthe  s  =  —a,  s^  =  —a  erlangen  können. 

Daher   sind   alle  Werthe,   welche 

nehmen  kann  ,  wenn  x  und  «/  den  Werth  Null  haben ,  auch  in  diesem 
Falle  in  der  Formel 

enthalten. 

Wenn  hierin  m  und  n  den  Werth  Null  haben,  so  entspricht  dem 

Werthepaare  s  =  — ,  s^  =  —  ebenso  wie  dem  Werthepaare  s  =  —a, 

s^  =  —a  der  Punkt  x  =  0 ,  y  =  0 ,  ^  =  0  der  Fläche  und  es  ist 
daher  zu  untersuchen,  ob  vielleicht  durch  diesen  Punkt  auch  zwei  ver- 
schiedene Flächenelemente  hindurchgehen,  von  denen  eins  d-em  Punkte 

s  =  s^  =  —a  und  das  andere  dem  Punkte  s  =  s^  =  -\ entspricht. 

Bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich ,  dass  dieses  nicht  der  Fall 
ist,  dass  vielmehr  jenes  zweite  Flächenelement  mit  dem  ersten  zu- 
sammenfällt und  dass  daher  die  Fläche  in  sich  selbst  zurückkehrt. 

Dies  lässt  sich  wie  folgt  beweisen. 

Wird  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (A')  auf  S.  37   gleichzeitig 


^  V 


gesetzt,  so  gehen  ^(s)  vmd  ^(sj  beziehungsweise  in  —v\^(vj  und 
—  v*^{v)  über.  Die  Entscheidung  über  das  Vorzeichen  kann  hierbei 
z.B.  aus  der  Betrachtung  des  Werthepaares  s  ==  \/i ,  v^=  —\J—i 
gewonnen  werden.  Durch  Ausführung  der  angegebenen  Substitution 
ergibt  sich  nun,  dass  die  DiiFerentiale  der  Coordinaten  von  den 
Grössen  v  und  v^  in  genau  derselben  Weise  abhängen ,  wie  von  den 
Grössen  s  und  5,.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  beiden  den  Punkte- 
paaren 
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=  — a,     «1  =  — «     und    s  = 
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entsprechenden  Flächenelemente  einander  congruent  sind. 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Integrationswege  so  gewählt 
werden  können ,  dass  zwei  Punkte  dieser  beiden  Flächenelemente  zu- 
sammenfallen,  während  die  für  die  benachbarten  Punkte  geltenden 
Entwickelungen  übereinstimmen,  so  ergibt  sich  beiläufig  der  Satz: 
Entspricht  einem  Werthepaare  s  =  s^^^,  5,  =  «,(„)  ein  Punkt  der 
Fläche,  so  kann  derselbe  Punkt  der  Fläche  auch  erhalten  werden  für 
das  Werthepaar 

1  1 


Hierin  liegt  die  Berechtigung  für  die  oben  (S.  53)  unbewiesen  ge- 
lassene Behauptung ,  dass  die  durch  mechanische  Elimination  zu  er- 
haltende Grleichung  der  Fläche  den  Factor,  welcher  die  Fläche  dar- 
stellt, in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthalten  muss. 


Für  die  Betrachtung  der  übrigen  Werthepaare  s  und  Sj  sind  die 
oben  (S.  55 — 57)  zur  Ermittelung  aller  Systeme  gleichzeitiger  Perioden 
aufgestellten  Tabellen  von  Nutzen,  nur  sind  die  dort  gegebenen  Werth- 
systeme  für  den  gegenwärtigen  Zweck  durch  2  zu  theilen. 

Es  möge  nun  das  Werthepaar 

~~        a  '        *  a 

betrachtet  werden.  Die  gleichzeitigen  Aenderungen  der  Coordinaten, 
auf  die  es  hier  ankommt,  setzen  sich  zusammen  aus  den  Systemen 
^(1)  und  ^(7),  wie  folgende  Tabelle  zeigt. 


i(l) 

W) 

i(l)  +  i(7)  1  i(l)-i(7) 

X 

+  Ö 

—  G) 

0 

+  2(0 

y 

—  OJ 

+  Ö 

0 

-2a> 

z 

—  cj' 

—  G)' 

~2<ö' 

0 

Durch  Addition  ergibt  sich  für  x ,  y ,  z  das  System  0,  0,  —2a)'. 
Während  also  x  und  y  in  ihre  anfänglichen  Werthe  zurückkehren, 
hat  js  seinen  Werth  um  —2»'  geändert. 

Das  durch  Subtraction  sich  ergebende  Werthsystem  2ca,  —2a),  0 
wird  durch  Hinzufügung  des  Systemes  (7)  —2«,  2o3,  —2a)'  auf  das 
System  0,  0,   —2a)'  zurückgeführt. 
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Dem  Werthepaare  a?  =  0,  ?/  =  0  einerseits  und 

s  =  -  i  =  -  ^ 

a  '         '  a 

andrerseits  können  daher  bei  beliebigen  Integrationswegen  nnr  solche 
Werthe  von  0  entsprechen,  welche  durch  die  Formel 

^  ==  2(o'+4m(o  +  4nc}' 
ausgedrückt  werden. 

Genau  dieselben  Werthe  von  0  und  genau  dieselben  Flächenele- 
mente werden  für  das  Werthepaar  s  =  a,  s^  =  a  unter  der  Bedin- 
gung, dass  a?  =  0,  «/  =  0  ist,  erhalten. 

Dem  Werthepaare 

a  '        '  a 

entspricht  also  der  (bei  der  gegenwärtigen  Interpretation  der  vorge- 
legten Grleichungen  imaginäre)  Punkt  der  Fläche  x  =  0,  y  =  0, 
z  =  —2a)'. 

"Werden  nun  die  Substitutionen 

s  =  —  =  — 

angewandt,  so  gehen  die  Functionen  ^(s)  und  %{Si)  beziehlich  über 
in  —vl'^{v^)  und  —  v*^(v),  und  es  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 
(A')  (S.  37)  die  folgenden 

dx' =  -Sl'^i{l-tv')^{v)dv~-  \/iil+ivl)%iv,)dv,, 
dy' =  ~\li  {l+iv')%{v)dv-\l^{l-iv\)%{v,)dv,, 
ds  =  '^v%{y)dv  +  2v,^(v,)(?i/j. 

Beschreiben  nun  v  und  v^  um  die  Punkte  v  =  ~  a ,  v^=  —a 
kleine  Kreise,  in  Folge  dessen  '^{v)  und  %{v^)  in  —%{v)  und  — ^(v,) 
übergehen ,  und  wird  dann  v  mit  s ,  v^  mit  Sj  vertauscht ,  so  unter- 
scheiden sich  diese  Formeln  von  den  aus  den  Gleichungen  (A')  sich 
ergebenden  Ausdrücken  für  dx\  dy'  und  de  nur  dadurch ,  dass  die 
beiden  Ausdrücke  für  dz'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Hier- 
aus folgt,  da  dx'  und  dy'  unverändert  geblieben  sind,  während  dz'  in 
—dz  übergegangen  ist,  dass  die  Ebene  z  =  — co'  (im  analytischen 
Sinne)  eine  Symmetrie  -  Ebene  der  Fläche  ist.  Mit  anderen  Worten, 
es  folgt  aus  der  vorhergehenden  Entwickelung ,  dass,  wenn  x  =  x^, 
y  ^  y^;  z  =  z^  ein  Punkt  der  Fläche  ist,  auch  der  Punkt  x^  =  x^^, 
2/1  =  y^!  -^1  =   —  2(ö'— ^p  im   analytischen  Sinne    der  Fläche  angehört. 
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Nun  ist  nach  dem  Obigen  auch  x  ==  x^,  y  =  ij^,  z  =  ^i+4cd'=  2a)'— ^^ 
ein  Punkt  der  Fläche,  also  ist  auch  die  Ebene  ^  =  tö'  im  analytischen 
Sinne  eine  Symmetrie-Ebene  der  Fläche.  Es  wird  sich  bald  Grelegen- 
heit  bieten,  von  dieser  Eigenschaft  der  Fläche  Anwendung  zu  machen, 
auch  wird  sich  später  eine  Bedeutung  dieser  Eigenschaft  für  eine  reelle 
Fläche  ergeben,  welche  aus  der  betrachteten  durch  Biegung  entsteht. 
Inzwischen  wird  es  keinem  Bedenken  unterliegen,  auch  für  die 
imaginären  Gebilde,  welche  im  analytischen  Sinne  zu  der  durch  die 
Grieichungen  (A'),(B),  (C)  dargestellten  Fläche  gehören,  die  Sprache 
der  Geometrie  beizubehalten. 


Es  bleiben  nun  noch  zu  untersuchen  die  Werthepaare 


Für  Integrationswege  von  s  und  Sj,  welche  in  diesen  Punkte- 
paaren endigen,  können  x  und  y  nicht  gleichzeitig  gleich  NuU  werden. 
Es  genügt,  diese  Behauptung  für  eins  dieser  Werthepaare  als  richtig 
zu  erweisen ,  weil  dieselbe  dann  auch  für  das  conjugirte  Werthepaar 
gilt  und  durch  die  oben  benutzten  Substitutionen 

=   -—        s   =   _Jl' 

auf  die  beiden  andern  Werthepaare  übertragen  werden  kann. 

Für  s  =  ai,  Sj  =  —ai  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  die  zu- 
sammengehörigen Aenderungen  ^(2)  und  ^(9)  (s.  oben  S.  55  u.  57). 
Oder  es  sind  bei  beliebigem  Integrationswege  die  Werthe  der  Coor- 
dinaten 

X  =  4Wj  CO  -f  4w,  o'-t-  2j? o  +  23*  ra  +  2r  ö'—  ycj  -f  y'co  , 
y  =  4^3(0 -f-4w3a>'+ 229(0-}- 22 Gj'-t-2ro—ya)'—yV, 

worin  y  und  y   nur  die  Werthe  -fl  oder  —1  haben  können. 
Damit  a;  =  0  sei,  ist  erforderlich 

r  =  0,     w,  =  0,     2(jp-|-g)-j'-}-/=0  (mod.  4). 
Damit  y  =  0  sei,  ist  erforderlich 

p  =  0.     w<2  =  0,     2g— y— y'-zrO  (mod.  4). 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlungen.  I.  5 
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Die  Congruenzen 

2q—y-\-y'=  0  (mod.  4) 
2q  —  y—y'  =  0  (mod.  4) 

sind  jedoch  nicht  verträglich   mit    einander,    weil  2y'  nicht  congruent 
0  (mod.  4)  ist. 


Es  sind  also  alle  Werthepaare  von  s  und  5^,  für  welche  x  und  y 
gleichzeitig  den  Werth  Null  erlangen,  die  vier  reellen 


=  + 


==  + 


und  alle  Werthe  ,    welche  ^  annelimen  kann,  wenn  sowohl  x  als  auch 
y  den  Werth  Null  hat,  sind  enthalten  in  den  beiden  Reihen 

4wö  +  4^0}', 
2(a'+4m(o +  4^0?', 

in   welchen   m  und  n  beliebige  positive    oder   negative    ganze  Zahlen 
bedeuten.     Andererseits   kann   aber   auch   die  Coordinate  ^  unter  den 
angegebenen  Bedingungen  jeden  dieser  Werthe  wirklich  annehmen. 
Die  erste  Reihe  entspricht  den  beiden  Werthepaaren 


=  —a,     s^=  —a    und     s  =  + 


Si  =  +  — . 
a 


Durch  jeden  so  bestimmten  Punkt  geht  nur  ein  einziges  Flächenelement, 
dessen  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  der  Ebene  x  +  y  +  ^  =  0 
parallel  ist.  Alle  diese  Flächenelemente  sind  einander  congruent  und 
befinden  sich  in  paralleler  Lage. 

Die  zweite  Reihe  entspricht  den  beiden  Werthepaaren 

1  1  , 

s  = ,       s,  = und    s  =  a,  s.  ==  a. 

a  ^  a        ^ 

Durch  jeden  so  bestimmten  Punkt  geht  ebenfalls  nur  ein  einziges 
Flächenelement,  dessen  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  der  Ebene 
x-\.y—8  =  0  parallel  ist.  Auch  diese  Flächenelemente  sind  einander 
congruent  und  befinden  sich  in  paralleler  Lage ;  dieselben  sind  auch 
den  vorher  erwähnten  Flächenelementen  congruent,  befinden  sich  aber 
gegen  dieselben  in  symmetrischer  Lage. 

Hieraus  folgt,    dass    die   vorgelegte  Fläche  in  Beziehung  auf  die 
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einzelnen  Coordinaten  die  Grössen  2»  und  2g)'  nicht  zu  Perioden  be- 
sitzt, dass  daher  eine  Gleichung  derselben,  welche  durch  solche  ellip- 
tische Functionen  der  Coordinaten  rational  ausgedrückt  ist ,  deren 
Fundaraentalperioden  2cj  und  2«'  sind,  nothwendigerweise  ausser  der 
vorgelegten  Fläche  noch  deren  Verschiebungen  um  2aj ,  2«',  2(0  +  2cj' 
in  der  Richtung  jeder  der  drei  Coordinatenaxen  darstellen  muss. 
Aus  der  Gleichung  der  Fläche 

können  noch  folgende  Schlüsse  gezogen  werden.  Die  Grösse  ip{^)  ist 
eine  algebraische,  mithin  stetige  Function  von  ^(x)  und  tip)  mit 
Ausnahme  der  Werthepaare ,  für  welche  dieselbe  unter  unbestimmter 
Form  erscheint;  tl^^x)  und  rlj{y)  sind  eindeutige  stetige  Functionen 
von  X  und  y,  mit  Ausnahme  der  Werthe  x  =  co,  y  =  oo^  also  ist 
^(^)  eine  stetige  Function  von  x  und  y;  ^;  ist  eine  stetige  Function 
von  ip{^).  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen:  Mit  Ausnahme  der 
Werthe,  für  welchem  unbestimmt  o  der  unendlich  ist,  ist 
0  eine  stetige  Function  der  endlichen  Argumente  x 
und  y. 

Es  mögen  jetzt  alle  diejenigen  Werthe  von  2  aufgesucht  werden, 
welche  zu  einem  Werthepaare  x  =  x^,  y  =  y^  gehören ,  das  dem 
Werthepaare  a;  =  0,  «/  =  0  benachbart  ist,  für  welches  also  x^  und 
y^  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten.  Mit  andern  Worten,  es 
werden  die  Coordinaten  z  sämmtlicher  reeller  ilnd  imaginärer  Durch- 
schnittspunkte aufgesucht,  in  welchen  eine  der  ^-Axe  parallele  Ge- 
rade die  Fläche  schneidet,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  diese 
Gerade  der  Z-Axe  sehr  nahe  liegt.  Da  die  Grösse  z  eine  stetige 
Function  von  x  und  y  ist,  und  das  Werthepaar  a;  =  0,  «/  =  0  nicht 
zu  den  ausgenommenen  gehört,  so  sind  die  gesuchten  Werthe  von  z 
nur  sehr  wenig  verschieden  von  denen,  welche  sich  für  x  =  0,  y  =  0 
ergeben  haben.  Da  durch  jeden  Durchschnittspunkt  der  Z-Axe  mit 
der  Fläche  nur  ein  einziges  einfaches  Element  der  Fläche  hindurch- 
geht ,  so  entspricht  jedem  Durchschnittspunkte  der  Z-  Axe  mit  der 
Fläche  auch  nur  ein  benachbarter  Durchschnittspunkt  der  ihr  pa- 
rallelen Geraden  mit  der  Fläche. 

Ist  nun  z  =  z  die  dritte  Coordinate  des  Durchschnittspunktes 
der  Geraden  x  =  x^,  y  =  y^  mit  dem  durch  den  Punkt  a;  =  0, 
^  =  0 ,  <^  =  0  gehenden  Flächenelement,  —  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  ist  -s-^  =  —  (^o+2/o)>  —  ^^  gehört  wegen  der  Symmetrie  der 

5* 
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Fläche  in  Bezug  auf  die  Ebene  ^  =  o'  (siehe  S.  65)  auch  der  Punkt 
X  =  x^,  y  =  y^,  ^  =  2aj'— ^0  zu  diesen  Durchschnittspunkten,  und 
zwar  ist  derselbe  der  Durchschnittspunkt  der  Greraden  mit  dem  durch 
den  Punkt  a;  =  0,  «/  =  0,  ^  =  2aj'  gehenden  Flächenelement. 

Es  sind  daher  die  dritten  Coordinaten  aller  Durchschnitts- 
punkte der  Greraden  x  =  x^,  y  ="  y^  ™it  der  Fläche  dargestellt  durch 
die  beiden  Reihen  von  Werthen    • 

z  =  ^0+  4w  (ö  +  4w  0)', 

e  =  2(ö'— ^o+4mco  4-4wcö', 

in  welchen  den  Grrössen  m  und  n  alle  Systeme  ganzzahliger  positiver 
und  negativer  Werthe  einschliesslich  der  Null  beizulegen  sind. 

Diese  Behauptung  ist  zwar  zunächst  nur  für  alle  diejenigen 
Werthe  von  x^  und  y^  bewiesen,  deren  absoluter  Betrag  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreitet,  indessen  erstreckt  sich  die  Gültigkeit 
derselben  auf  alle  Werthe  von  x^  und  y^,  für  welche  e  überhaupt  be- 
stimmte Werthe  hat. 

Die  zweifach  unendlich  vielen  Wurzeln  sind  nun  durch  eine  ana- 
lytische Gleichung  zusammenzufassen ,  d.  h.  es  handelt  sich  darum, 
eine  analytische  Gleichung  für  2  aufzustellen,  deren  sämmtliche 
Wurzeln  einfache  sind  und  durch  die  beiden  Formeln 

^o-f-4ma)  +4.nGi' 
und 

2a)'— ^Q-f-  4mcj  +  4««' 

dargestellt  werden,  wenn  s  =  s^  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist  und 
m  und  n  alle  ganzzahligen  positiven  und  negativen  Werthe  einschliess- 
lich der  Null  beigelegt  werden. 

Die  elliptischen  Functionen  il^  (u) ,  welche  durch  die  DiiFerential- 
gleichung  il^^uf  ==  l  —  14:il)(uy+-4>(iiY  definirt  werden,  haben  die  Fun- 
damentalperioden 2«  und  2a}'.  Die  aus  denselben  durch  Vertauschung 
von  u  mit  |w  hervorgehenden  elliptischen  Functionen  ^(|w)  =  <p(u) 
haben  also  die  Fundamentalperioden  4»  und  4a)'. 

Es  ist  (p'(uy  ==  1(1  —  14:  q}{uy+g)(uy )  und  u  ein  Werth  des 
Integrales 

ergibt   sich   folgende   kleine  Ta- 

\Jl(l-14:f+t*) 

beUe  (vgl.  S.  40) 
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/a'  ri,.i  ra  r—i^,i  /•t,2  r—h'- 

Die  Wahl   der  unteren  Grenze   in   dem  Integrale  u  kann  nun  so  ge- 
troffen werden,  dass  die  Gleichung  (p(u)  =  (p{\)  die  Wurzeln  hat 

u  =  UQ+4mco  -\-4nG}', 

u  =  2(d'— u^-\- 4m  G)+ 4:71(0', 

und  zwar    ist   dieses    der  Fall  für  ^(0)  =  1,   (p'{0)  =  ^3i.     Wird 
nämlich  der  Integrationsweg  vom  Punkte 

t  =  1,    v/ÜT^ÜT+F)  =  \JSi 

um    den  Punkt    t  =  a^   herum   in    den   Punkt  ^  =  1    zurückgeführt, 
wobei   die    Quadratwurzel   in    —  \/d  i  übergeht ,    so    hat    das   Integral 

den  Werth  2(o'.     Für  eine  bestimmte  obere  Grenze  ist  daher, 

wenn    ein  Werth    des  Integrales    u^  ist,    auch  2a)'— w^   ein   Integral- 
werth;  es  besteht  daher  für  die  Function  cp  die  Gleichung 
(P{2g}'—u)  —  g}{u) , 

und   die  Gleichung  cp{u)  =  cpitio)  hat  in   der  That   die  angegebenen 
Wurzeln,  von  denen  j,ede  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  ist. 
Für  die  so  bestimmte  Function  (p{u)  gilt  nun  folgende  Tabelle 


/ 


■=/ 


dt 


(f{u) 


(p{u+4ci)  =  (p{u),  qp(M+4a)')  =  ^(M),  cp(2(o'-u)  =  cp{u),  (p{G)'-u)  =  (p{G)'+u). 


cp{0) 

<p(aj)  = 

9p(-aj)      = 

qp(«  +«')  = 

(p{G}—(o')   = 


1, 

h 

-h 

0, 

oo, 


(p{G}')  = 


V3, 


<p{-c3')     =      2  +  V3, 

w{—u)        =        -— - 


(p{a)"+u)  =  —<p{(o"  —  u), 


(P{2g))  = 
(p{2(o-{-ii)  = 
(p{2o3—u)  = 


1, 


(p  {2(0  +  11)  =    —  <3P(w), 
(p{u)' 


In   diesen  Gleichungen ,    deren  Herleitung   aus    dem  Integralaus- 
drucke  für  u   mit   keiner  Schwierigkeit   verbunden  ist,   bedeutet   oj" 
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die  Summe  ra  +  «',  wälirend  o  und  co'   die   auf  S.  40   erklärte  Bedeu- 
tung haben. 


Die  oben  (S.  52)  gefundene  Grleichung  der  vorgelegten  Fläche 
hatte  die  Form 

F(i;(x),t{y),^{^))  =  0, 

worin  F  eine  ganze  rationale  Function  bedeutete  und  die  elliptische 
Function  tp  durch  die  Gleichungen 

^'{uy=  l-14V'(w)'+^W,      t(0)  =  2-V/3 
bestimmt  war. 

Nun  besteht   zwischen   der  Function  il^   und   der  Function   cp   die 

Gleichung 

^(m)  ==  cp(2u-\-  io')  , 
es  tritt  daher 

F{<p(2x  +  c3'),(p{2y  +  iö'),  (p(2^  +  (o'))  =  0 

an  die  Stelle  der  früheren  Gleichung  der  Fläche. 

Nach  dem  Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  kann 
q)(2u  +  ci)')  durch  g)(;u)  und  q)'{u)  rational  ausgedrückt  werden.  Bei 
der  Vertauschung  vonw  mit  2(o'—u  wird  (p{u)  nicht  geändert,  während 
cp'{u)  in  —  9d'(w)  übergeht;  da  nun  bei  dieser  Vertauschung  auch 
g)(2w  +  «')  seinen  Werth  nicht  ändert,  so  ist  q)(2u  +  a')  rational  durch 
q)(u)  ausdrückbar  und  es  tritt  daher  an  die  Stelle  der  Gleichung 
F  ==  0  eine  Gleichung  von  der  Form 

F,{(p{x),(pitf),(p{^))  =  0, 

worin  F^  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  ist.  Der 
unzerlegbare,  in  Bezug  auf  q){x),  cp[y)  und  cp{2)  rationale  Factor 
dieser  Gleichung ,  welcher,  für  sich  gleich  Null  gesetzt,  die  vorgelegte 
Fläche  darstellt,  möge  bezeichnet  werden  mit 

i{cp{x),  (piy),(pi^))  =  0. 

Wenn  diese  Gleichung  wirklich  nur  die  vorgelegte  Fläche  dar- 
stellt, d.  h.  den  Inbegriff  aller  der  Flächenelemente,  welche  durch 
simultane  analytische  Fortsetzungen  aus  einem  einzigen  entspringen,  — 
und  die  Auffindung  einer  solchen  Gleichung  der  Fläche  ist  das  End- 
ziel dieser  Untersuchung  —  so  muss  dieselbe  folgende  Eigenschaften 
haben. 

1.  Diese  Gleichung  kann  (p{x) ,  (p{y)  und  (p{z)  einzeln  nicht  in 
höherem  Grade   enthalten,    als   in    dem   ersten.     Andernfalls   würden 
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sich,  wennic  =  x^,  y  =  y^  gesetzt  wird,  iüv  (pi/)  melir  als  einWertli, 
also  für  s  mehr  als  zwei  in  Bezug  auf  4o  und  4aj'  nicht  congruente 
Wurzeln  ergeben ,  und  dies  steht  mit  der  Voraussetzung  im  Wider- 
spruch. 

2.  Die  Fläche  ändert  sich  nicht,  wenn  von  den  drei  Coordinaten 
X,  y ,  z  irgend  zwei  mit  einander  vertauscht  werden,  also  ist  ihre 
Gleichung  symmetrisch  in  Bezug  auf  cp{x),  (p{y),  cpi^). 

Aus  diesen  beiden  Gründen  muss  die  Gleichung  der  Fläche  die 
Gestalt  haben 

Ä  +  B[(p  {x)  +  <p(y)  +  (p{z)]  +C[(piy)  ip{z)  +  q>{z)q>{x)  +  <pix)<p{y)]  + 

+  D(p{x)(p{y)(p{£i)  =  0. 

Die  Verhältnisse  der  Constanten  Ä,  B,  C,  B  werden  durch  fol- 
gende Bedingungen  bestimmt. 

1.  Der  Punkt  ic  =  0,  y  =  0,  ^  =  0  ist  ein  Punkt  der  Fläche. 

2.  Der  Abstand  eines  dem  Punkte  a:  =  0,  ^  =  0,^  =  0  be- 
nachbarten Punktes  von  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte ,  deren  Gleichung  a;  +  ^/  +  ^  =  0  ist ,  ist  eine  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung. 

3.  Der  Punkt  x  =  g)  ^  y  ==  to ,  s  =  — o  ist  ein  Punkt  der 
Fläche. 

In  der  Entwickelung  von  f  nach  Potenzen  von  x^  y,  z  muss  also 
das  von  x ,  y ,  z  unabhängige  Glied  den  Werth  Null  haben  und  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  müssen,  wenn  x  +  y  +  z  =  0  gesetzt  wird, 
verschwinden. 

Es  ist   (p{0)  =  1;   (p'{0)  =  sJSi;    (p"{0)  =  -3.     Die  Entwicke- 
lung von  f  beginnt  mit  folgenden  Gliedern 
f  =  Ä  +  SB  +  dC  +  B 

+  i\ß{B  +  2C  +  B)ix  +  y  +  z) 

-^{B  +  2C  +  B){x'+f-hz')-SiC  +  B){yz  +  zx-^xy) 

-f-  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung. 

Dies  ergibt  die  Gleichungen 

1.)  A  +  3B  +  SC  +  B  =  0, 

2.)  (B -{-2C  +  B){x'+f+{x  +  yy)  +2(C -h B){xy-{x -{- yy)  =  0. 

Die  Gleichung  2.)  lässt  sich  in  die  Form 
2{B+C)ix'+xy  +  f)  =  0 
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setzen;    es   ist   mithin    C  =  —B   und   in   Folge    der    Gleichung  1.) 
D  =  -Ä. 

Der  Punkt  x  =  C3,  y  =  co,  £  =  — o  soll  ein  Punkt  der  Fläche 
sein;  es  ist  q){co)  =  i,  <p{—G))  =  —i;  dies  ergibt  die  Gleichung 

3.)  Ä  +  Bi  +  C  +  Di  =  0, 

oder  A  +  Bi-B-Äi  =  {l-i){A-B)  =  0, 

hiernach  ist  also  B  =  A  zu  setzen.     Wird  A  =  1  gesetzt,  so  ergibt 
sich  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Gleichung 

i[(p{x),(p{y),q){z))=  IH^ix)  +  (p{y)  +  (p{z)]-[cp{y)fp{s)  +  (p{z)tp{x)  ^ 

+  (p{x)(p{y)]-(p(x)(p(y)<p{0)  =  0. 

Hiermit  ist  jedoch  noch  keineswegs  bewiesen,  dass  diese  Gleichung 
wirklich  die  vorgelegte  Fläche  darstellt.  Aus  den  angestellten  Be- 
trachtungen geht  auch  nicht  hervor,  dass  diese  Gleichung  eine  Mini- 
malfläche darstellt.  Denn  bei  der  Herleitung  wurde  die  Voraussetzung 
gemacht,  dass  jener  unzerlegbare  in  Bezug  auf  cpix) ,  tp{y)  und  q){£i) 
rationale  Factor,  welcher  die  Fläche  darstellt,  nur  diese  Fläche  und 
jeden  einfachen  Punkt  derselben  nur  einmal  darstelle. 

Die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  muss  aber  erst  bewiesen 
werden.    Dies  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchung. 

Es  ist  mit  Strenge  erwiesen,  dass  zwischen  q){x),  cp(y),  <p{^)  eine 
algebraische  Gleichung  bestehen  muss,  welche  für  alle  Punkte  der 
Fläche  befriedigt  wird.  Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  welche  Eigen- 
schaften die  Grösse  (p{^)  als  Function  von  <p{x)  und  (p{y)  besitzt. 

Es  sei  X  =  Xgj  y  =  y^^  z  =  s^  ein  Punkt  der  Fläche.  Es  werde 
g)(a:J  =  ^(„  (p[y^)'  =z  g^,  qp(^o)  =  *'o  gesetzt.  Aus  dem  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Flächenelemente  können  andere  hergeleitet  werden, 
für  welche  wieder  x  =  x^,  y  =  y^^  ist  und  z  einen  der  Werthe 

oder 

2co'—0Q-\-4mco  -\-4:n(o' 

annimmt;  für  alle  diese  Punkte  hat  cpi^)  den  Werth  t\.  Wenn  aber 
q){^)  als  Function  von  (p(x)  und  (p{y)  betrachtet  werden  soll,  so  sind 
nicht  bloss  die  analytischen  Fortsetzungen  ins  Auge  zu  fassen,  bei 
denen  x  wieder  in  x^,  y  wieder  in  y^  zurückkehrt,  sondern  alle  die- 
jenigen, bei  denen  g){x)  in  cp{Xg)  und  q){y)  in  cpiyo)  zurückkehrt,  und 
es  ist  zu  untersuchen,  welche  Werthe  (p{^)  hierbei  erhält. 
Die  Werthe  von  g  für 
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X  =  x^+  4w,  oj  +  4w,  w' 
y  =   «/o+4w2Cö+4njaj' 

sind   wegen  der   Periodicität   der  Fläelie   dieselben  wie  für  x  =  x^, 
y  =  qf^\  tp{z)  hat  also  für  alle  diesfe  Punkte  den  Werth  r^. 
Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  für  die  Werthsysterae 


X  =  2(o'— .Tq 

y  =     Vo  ' 


X  =       x^ 
y  =  2(ö'-j/o 


X  =  2co'— a^o 
y  =  2ra'-y, 


die  Coordinate  s  auch  noch  dieselben  Werthe  erhält. 

Wie  früher  (S.  65)  gezeigt  wurde ,  ist  die  Ebene  z  =  a'  eine 
Symmetrie-Ebene  der  Fläche,  und,  da  bei  cyclischer  Vertauschung  von 
x^  y,  z  die  Fläche  sich  nicht  ändert,  so  sind  auch  ^r  =  0'  und  «/  =  oj' 
Symmetrie  -  Ebenen  derselben.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Coordi- 
nate 3  auch  für  die  obigen  Werthsysteme  von  x  und  y  nur  solche 
Werthe  annehmen  kann,  welche  in  den  beiden  Reihen 

s  =  ^o+4w«a3 -f4wö' 

3  =  2G}'—z^-{-4tn(o-\- 4:nco' 

enthalten  sind.  Es  ist  demnach  für  alle  Werthe  von  x  und  y,  für 
welche  (p{x)  =  p,,  (p{y)  =  q,  ist,    qp(^)  =  r,. 

Also  ist  (p{£!)  =  r  eine  eindeutige  Function  von  (p{x)  =p 
und  (p{y)  =  q  und,  da  (p{3)  eine  algebraische  Function  dieser  Grrössen 
ist,  so  ist  r  eine  rationale  Function  von  pundg.  Derselbe  Schluss 
lässt  sich  für  p  und  q  machen  und  es  ist  daher  jener  unzerlegbare 
Factor  Hp,q,r)  =  0  in  Bezug  auf  jede  dieser  drei  Grrössen  vom 
ersten  Grade.     Alle  ol)en  gemachten  Schlüsse  sind  daher  berechtigt. 

Die  gefundene  Grleichung 

l-\-{(px  +  (py +  (pz)  —  {(py(pz-\-(p2(px  +  (pX(py)—(pX(py<p3  =  0, 

in  welcher  die  elliptische  Function  cp  durch  die  Differentialgleichung 
(p'(uy  =  \(1  — 14 (p{iiy+(p{uy  )  und  die  Anfangsbedingungen  ^(0)  =  1, 
(p'{0)  =:  \j3i  bestimmt  ist ,  ist  also  in  der  That  eine  unzerlegbare 
Gleichung  der  vorgelegten  Fläche. 


Für  den  nachfolgenden  Theil  der  Untersuchung,  dessen  Aufgabe 
in  der  Hauptsache  nur  noch  darin  bestehen  kann,  die  Richtigkeit  der 
ausgesprochenen  Behauptung  im  Einzelnen  a  posteriori  darzuthun ,  ist 
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es  nützlich,  statt  der  elliptischen  Function  q)  eine  andere  A  einzu- 
führen, durch  deren  Einführung  überdies  die  Grleichung  der  Fläche 
noch  etwas  vereinfacht  wird. 

Dies  geschieht  durch  die  Substitution 


*      l~(p 


X  +  i 


durch  welche  das  Integral 


i,n/3 


dcp 


r  dl 

=-      m      u  =   I      — r- 


\JiO.-Ug> 


mit  der  Bedingung,  dass  bei  der  Integration  der  Endwerth  von 

positiv  sein  muss,  übergeht.  Diese  Umformung  gewährt  zugleich 
den  Vortheil,  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  u  die  Grrösse  A  stets 
auch  reell  ist. 

Es  gelten  die  Formeln 

,         co'=  f        V/3    _ 

und  für  die  Function  X(u)  ergibt  sich  folgende  Tabelle  (vergl.  die 
TabeUe  für  (p{u)  auf  S.  69) 

A(m+4c3)  =  A(w),  X{u  +  4(o')  =  X{u),  A(2a3'- w)  =  A(w),  X{g}'-u)  =  k{(o'+u), 

V3i, 


/k  =  00  /'l  =  \  /•i=  —jzr-  nk 


A(0)  =     cx), 

A(«)  =       1, 

A(-«)      =  -1, 

A(cö  +  (o')  =  —  * , 
A  (o  —  oj' )  =  i, 
1(0"+ u)   = 


A((o') 

A(— w)        =    —  A(m), 


-1 


A(üo  — m)  ' 


A(2a)) 


=         0, 


Für    die   Umgebungen    der  Werthe    A  =  00,    w  =  0    gelten    die 
Entwickelungen 
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2 

1 

A 

10 
9V'3 

1 

+  ••• 

'-W 

1 

u 

6 
6^3 

'    u 

+  •■• 
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Wird  k{x)  mit  A,  k{ij)  mit  ft ,  A(^)  mit  v  bezeichnet,  so  gelten 
in  Bezug  auf  X,  ^,  v  dieselben  Schlüsse ,  wie  auf  S.  72  und  73  für 
p,  q,  r.  Es  gibt  also  eine  Grieichung  der  Fläche,  welche  die  Grössen 
X ,  (i,  V  rational  enthält ,  in  Bezug  auf  jede  einzelne  derselben  vom 
ersten  Grade  ist  und  die  Form  hat 

F{X,fi,v)  =  A,+  B,{X  +  ^  +  v)+ C,(nv  +  vX  +  X^)  +  D,X^v  =  0. 

Die  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Coefficienten  in  dieser 
neuen  Gleichung  kann  entweder  durch  Umformung  der  früher  gefun- 
denen Gleichung  der  Fläche  oder  auf  folgende  Weise  direct  ausge- 
führt werden. 

Wenn  x  =  x^,  f/  =  i/^,  ^  =  is^  ein  Punkt  der  Fläche  ist,  so  ist 
auch  X  =  —x^,  1/  =  —tj^^2=  —^0  ein  solcher.  Es  muss  also  die 
Gleichung  der  Fläche  F  =  0  in  sich  zurückkehren,  wenn  X,  (i,  v 
gleichzeitig  durch  —X,  —  ft,  —v  ersetzt  werden. 

Die  Gleichung  F  =  0  hat  also  entweder  die  Form 

^i+C^(iiv  +  vX  +  X^)  =  0     oder     BXk  + fi  +  v)  + D.Xliv  =  0. 

Die  Entscheidung  darüber,  in  welcher  dieser  beiden  Formen  die 
Gleichung  der  Fläche  zu  suchen  sei,  ergibt  die  Bedingung,  dass  der 
Punkt  X  =  0,  y  =  0,  is  =  0  ein  einfacher  Punkt  der  Fläche  ist,  in 
welchem  dieselbe  die  Tangentialebene  x  +  ij  -\-2  =  0  besitzt ,  eine 
Eigenschaft,  wekhe  nur  den  durch  die  erste  dieser  beiden  Formen 
dargestellten  Flächen  zukommt. 

Der  Werth  des  Verhältnisses  ^ji  C,  ist  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung, dass  der  Punkt  x  =  a,  ij  =  a ,  ^  =  — cjein  Punkt  der 
Fläche  ist.  Da  X{(o)  =  1,  X{—g))  =  —1  ist,  ergibt  sich  C,  =  Ä^. 
Wird  nun  Ä^  =  1  gesetzt,  so  folgt 

F(A,ft,v)  =  l+(iv  +  vX  +  Xn. 

Die  Gleichung  der  vorgelegten  Minimalfläche  ist 
also  in  ihrer  einfachsten  Gestalt 

fiv  +  vX  +  X^  -{-1  ==  0 , 

und    zwar   bedeuten   die   drei  Grössen   A,  ^,  v    dieselben 
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elliptisclien  Fimctionen  der  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y,  s,  mit  welchen  sie  durch  die  Grleichungen 

verbunden  sind.  Die  Integrationen  sind  hierbei  so  aus- 
zuführen, dass  der  Endwerth  von 

positiv  wird,  im  Uebrigen  eine  jede  auf  beliebigem 
Wege. 

Die  Coordinaten  x  ^  y  ^  s  haben  hier  dieselbe  Bedeutung  in  Be- 
ziehung auf  die  Fläche,  wie  in  den  Grleichungen  (C)  (S.  45)  und  (D) 
(S.  50),  jedoch  nicht  dieselbe  Bedeutung,  welche  den  Grrössen  x,  y,  z 
in  den  Grleichungen  (A)  (S.  32)  beizulegen  ist. 

Es  ist  auch  zu  bemerken,  dass  reellen  Werthen  von  x,  y,  z  stets 
wieder  reelle  Werthe  von  X,  ^,  v  entsprechen.^^) 

(Wenn  l,  (i,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  ge- 
deutet werden,  so  stellt  die  Grleichung  r(A,  ft,  v)  =  0  ein  einschaliges 
ßotationshyperboloid  dar,  dessen  Rotationsaxe  die  Grerade  X  =  ^i  =:  v 
ist  und  auf  dessen  Asymptotenkegel  die  Coordinatenaxen  liegen.) 


Es  ist  nun  der  Nachweis  zu  führen 

erstens,  dass  die  durch  die  Grleichung  F(A,  fi,  v)  =  0  definirte 
Fläche  der  partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  wirklich 
genügt,  und  zweitens,  dass  diese  Fläche  alle  diejenigen  geraden 
Linien  enthält,  welche  auf  der  durch  die  Grleichungen  (C)  und  (D) 
definirten  Minimalfläche  liegen. 

Um  zu  zeigen ,  dass  die  Fläche  F  (A,  (i,  v)  =  0  in  der  That  der 
partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  genügt,  scheint  es 
zweckmässig  zu  sein,  um  weitläufigere  Rechnungen  zu  vermeiden,  die 
letztere  in  der  Form 

1  +  1=^  +  11  =  0         . 

zu  wählen,  wo  q^  und  q^  die  Hauptkrümmungsradien  .in  einem  Punkte 
der  Fläche,  X  und  Y  die  Ausdrücke 
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X  =     .     ''    — ,         Y  = 


bedeuten,  wenn  mit  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen 

djs  dz 

für  diesen  Punkt  der  Fläche  bezeicbnet  werden. 

Zur    Vereinfachung    der  Rechnung   möge    für    die    gegenwärtige 

Untersuchung  statt  A,  ^,  v    — ^,  -^,  —^  und  statt  x,  y,  s   2x^,  2i/^,  2z ^ 

gesetzt  werden. 

Dann  ist  die  Gleichung  der  Fläche  fiiVj+ VjA,4- Ajftj+B  =  0,  und 
es  ist 


X, 


also 


[l|T  =  '^"  =  (A:  +  1)(AH9)     U.S.W. 
Wenn  nun  die  Marke  1  wieder  weggelassen  wird,   so  ist 

A'»  =  (A'+l)(r+9);         |it'^  =  (/i^+l)(^^+9);         v"  =  (i;»+l)(t,^+9); 

3  +  A^ 


/u.v  +  vA-f-A|:t  +  3  =  0,         v=  — 


A+^ 


Hieraus   ergibt   sich  durch  partielle  Diiferentiation  in  Bezug  auf 
X  und  y 

""  dx    ~  "(A  +  ft)^''^'  '"a//   ""   (A  +  ft)*''*' 

—  -^  =     3-/i'     J/^  _  ii  _     3— A'     ji/_ 

^  "^   aa;    ~    (A  +  /*)'  '  v"  ^  ~   dy   ~   (A  +  ^y  '  v'  ' 


X  = 


r  = 


^ _  (3-^^)A'  (3-ft*)A' 


Vp*+  g'+l         V(3-/i»)'A"+  (3-A*)>'*+  (A  +  ^)V"  V-a^ 

__3 (3-A*)^' 


VP»+  g'+l  V-^ 
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Werden  für  A'^,  ft'^,  v''^  ihre  durch  l  und  ^  ausgedrückten  Werthe 
gesetzt,  so  ergibt  sich 

M  =  243  +126(r+  ii')  +  288  A^  +  27(A^+  [i')  +108  A>^+  96  (A'V  +  A^* )  + 
+14(AV+  A>^)  +  32^^=^+  3  A>*. 
Nun  ist 

Der  im  Zähler  stehende  Ausdruck  hat  den  Werth 

2MX"-~r-^  =  2592A-2592iit 

+  288  AV  +  576  A^^- 864^^ 
-288A^-96A>  +  96AV^+  288A^* 
+  96AV-64AV'-32AV' 
+  32AV'-32A^ft* 
=  32(3-r)(3--A/i)[(3  +  r)(3  +  ^^)  +  4Aft](A-^). 
Also  ist 

öX  _  (3-r)(3-^^)(3-A^)[(3  +  A^)(3+^^)+4Af.l    n       ^ 

dx  -^^  ^'^-^)- 

Durch  Vertauschung   von   A   mit   ft   wird  hieraus  der  Werth  von 

— —  erhalten.     Die  linke  Seite  der  vorigen  Gleichung  geht  dann  in  

^1/  dy  ' 

die  rechte    in   ihren    entgegengesetzten  Werth   über  und  es  ist  daher 
die  Grleichung 

1^+4^  =  0 

dx        dy 

für  alle  Punkte  der  vorgelegten  Fläche  befriedigt. 

Es  besitzt  also  in  der  That  die  durch  die  Gleichung  F(A,  ji,  v)  =  0 
dargestellte  Fläche  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Minimal- 
flächen, dass  ihre  mittlere  Krümmung  überall  gleich  Null  ist. 


Es  ist  nun  zu  zeigen,    dass   auf  der  Fläche  F  =:  0  auch  gerade 
Linien  liegen. 

Wird  ^  =  0  gesetzt ,  also  v  =  oo ,  so  muss  ft  +  A  =  0  sein. 
Für  l{x)  werde*  —X{—x)  gesetzt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

Ky)  =  M-^). 
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Sämmtliche  Werthe  von  «/,  welcte  diese  Grleichung  befriedigen,    sind 
enthalten  in  den  beiden  Formeln 

y  =        —  :>;  +  4w  C3  +  4m  cj', 
y  =  2cö'+^ +  4mG> +4wa)'; 

in  Worten :    Die  Ebene   ^  =  0  scbneidet   die   Fläche  F  =  0  in  den 
beiden  Schaaren  von  Parallellinien,  welche  durch  die  Gleichungen 

;?  =  0,     x  +  y  =  4m(x}  +  4nG)', 

s  =  0,     y—x  =  2a3'+4mcj+4wcj' 

gegeben  werden. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nur  die  erste  dieser  Schaaren  reell  und 
zwar,  wenn  n  den  Werth  Null  hat. 

Statt  durch  die  Ebene  ^  =  0  konnte  auch  durch  die  Ebene 
g  =  4ma)  +  2nra'  geschnitten  werden. 

Solcher  Geraden  liegen  drei  durch  den  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  3  =  0 
gehende  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Wird  s  =  ±2(0,  also  v  =  0  gesetzt ,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung  der  Fläche 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  enthalten  in  den  beiden 
Formeln 

y  =  2(o  +  ic  +  4m  £D  +  4w  o', 

y  =  2G)-{-2(o'—x  +  4mG)  +  4:n(o'. 

Denselben  entspricht  ebenfalls  eine  Schaar  von  Parallelen. 
Wird  ^  ==  —  ca,    also  v  =  —1  gesetzt,    so   besteht   zwischen  A 
und  (i  die  Gleichung 

-(A  +  ft)  +  A|ü+l  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  zwei  Factoren  (A  — l)(ft— 1)  =  0 
zerlegen,  wird  also  identisch  durch  X  =  1  und  durch  fi  =  1  befriedigt, 
d.  h.  durch  die  Systeme 

X  =  c)  +  4m  03  +  4w  w', 

X  =  2cd'— a)  +  4mca  +  4n(o', 
und  durch 

y  =  ß)  +  4m  CO  +  4w  ö', 

y  =  2ß>'  — to  +  4wcj  +  4«ö'. 
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Die  Ebene  s  =  —co  schneidet  also  die  Fläche  in  zwei  Syst  emen 
von  parallelen  Geraden,  von  denen  das  eine  der  Y-Axe,  das  andere 
der  X-Axe  parallel  ist. 

Eine  analoge  Eigenschaft  hat  die  Fläche  in  Bezug  auf  die  Ebene 

^    =     4-  03. 

Wird  X  =  C3,  y  ^=  —g),  also  A  =  1,  ^  =  —1  gesetzt,  so' wird 
die  Gleichung  der  Fläche  für  jeden  Werth  von  v,  also  auch  für  jeden 
Werth  von  js  befriedigt.  Die  Fläche  enthält  also  die  der  Z-Axe  pa- 
rallele Gerade  x  =^  a,  y  =  —gj. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  die  Fläche  in  Bezug  auf 
den  Punkt  x  ==  (o,  y  =  co ,  ^  =  —o)  die  auf  S.  17  u.  48  näher  ange- 
gebene Symmetrie  besitzt. 

Es  möge  gesetzt  werden 

X  =  (o+x'j       y  =  ci^y\       z  =  —G)  +  z', 
so  ergibt  sich  vermöge  der  Gleichungen 

-1  +1 


X(Gi  +  x')    = 


.k{G>  +  y')  = 


X{-G)-\-/] 


X{x'—G})  1{g)—x')^ 

-1    _     +1 

A(fi,-2/')' 
+1 


l{y-(o) 
-1 


k{ci+8')         l{—c3  —  e'y 


dass  die  Gleichung  F  (A ,  ft ,  v)  =  0  in  sich  selbst  zurückkehrt ,  wenn 
statt 

vi 

gesetzt  wird 

oder 

oder 

oder  endlich 


—  X[ 

-X, 

X. 


-y'o 

—x' 


Durch   diese  Eigenschaften   wird   aber    die  Symmetrie    der  Fläche   in 
Beziehung  auf  den  Punkt  x'  =  0,  y  =  0,  ^'  =  0  charakterisirt. 


Es    entsteht  nun  die  Frage,    ob    die  vorgelegte  Fläche  singulare 
Punkte  besitzt. 
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Die  Bedingungen  für  dieselben  sind 

dx  '      oy.  dz 

oder 

ftv  +  vA  +  Aft+l  =  0,    (fi  +  v)A'=0,    (v  +  A)/t'=0,     (A  +  i*)v'=0. 

Für  (|tt  +  v)  =  0  ergibt  sich  aus  F  ==  0  entweder  A  =  oo,  oder 
^v -\-l  =  0.  Den  Wurzeln  der  Gleichungen  [i  +  v  =  0,  (iv +1  =  0, 
/ii.  =  ±l,v=qpl  entspricht  kein  singulärer  Punkt  der  Fläche,  weil 

öF  öF 

— —  und  -^—  für  diese  Werthe  nicht  zugleich  den  Werth  Null  er- 
langen können.  Auch  der  Annahme  |«,  +  v  =  0,  A  =  oo  entspricht 
kein  singulärer  Punkt  der  Fläche,  wie  sich  ergibt,  wenn  die  Grleichung 
der  Fläche  in  die  Form 

,.  +  .  +  ^  =  0 
gesetzt  wird. 

Wenn  daher  die  Fläche  singulare  Punkte  besitzt,  so  können  die- 
selben nur  hervorgehen  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen 

A'  =  0 ,        ^'  =  0 ,        v  =  0. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  A'  =  0  sind  A  =  ±  -4=-  ,  ±  i  \/S.    Werden 

diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

±i^d((i  +  v)  +  (ivi-l  =  0, 
von  denen  die  erste  durch  die  Werthepaare 


"^-VS-   " 

-%i 

und     fi 

=  +iV3,    V  = 

+  W3, 

die  zweite  durch  die 

Werthepaare 

"^^i'  " 

=  ±isll 

und     |:t  =   ±  i  V  3 ,     v  - 

=  +V3 

befriedigt  wird. 

Andere  Verbindungen  von 

Werthen,  für  welche 

¥ 

ÖF 

dx  ' 

öF 
dy  ' 

öF 
dz 

gleichzeitig  verschwinden,  genügen  der 

Gleichung  der  Fläche  nicht. 

Ücbwnrz,  Uusauimeltt)  Abhaudluagen.  1. 

6 

g2  Bestimmun«:^  einer  speciellen  Minimalfläche. 

Die  "Werthsysteme 

^  =  *i'  *w  ^'^''  ^'■^'' 

'•=±^'   ^'^''  ^w    ^'^'• 

.  =  ±^.       :,W3,      tW3.       ±^, 

sind  also  die  einzigen,  welchen  singulare  Punkte  der  Fläche  F  =  0 
entsprechen.  Für  diese  Punkte ,  von  denen  übrigens  keiner  reell  ist, 
ergibt  sich 

Grelegentlich  mag  hierbei  erwähnt  werden,    dass  auch  die  Fläche 
zweiten  Grades 

der  partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  (im  analyti- 
schen Sinne)  genügt.  '^) 


Es  wurde  bemerkt,  dass  aus  den  Grleichungen ,  welche  die  ellip- 
tischen Functionen  il^(x),  tiv),  ti^) ,  deren  Fundamentalperioden  2(o 
und  2(o'  sind,  als  algebraische  Functionen  zweier  variablen  Parameter 
ausdrücken,  durch  Elimination  eine  Grieichung  der  Minimalfläche 

F(tix),f{y),ip{0))  =  0 

erhalten  werden  könne. 

Wenn  nun  auch  ein  in  Beziehung  auf  die  Grössen  ^(x),  ip{y)^ 
■4>  (^)  unzerlegbarer  Factor  dieser  Gleichung  ins  Auge  gefasst  wird,  so 
stellt  derselbe  dennoch,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  ausser  der  vor- 
gelegten Fläche  noch  deren  Verschiebungen  um  2a) ,  2a)',  2o  -f-  2co'  in 
der  Richtung  jeder  der  drei  Coordinatenaxen ,  sowie  auch  die  Ver- 
schiebungen dieser  Verschiebungen  dar. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  viele  der  hieraus  zusammensetz- 
baren 4  •  4  •  4  =  64  parallelen  Verschiebungen  zu  einer  neuen  Lage 
der  Fläche  führen,  für  welche  dieselbe  also  nicht  mit  sich  selbst 
coincidirt. 

Es  gibt  acht  solcher  Verschiebungen,  welche  durch  folgendes  nur 
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Verseliiebungeu    um    reelle   Strecken   enthaltende   Schema    dargestellt 
werden  können: 


X 

y 

z 

X 

2/ 

z 

0 

0 

0 

2(0 

2(0 

2(0 

0 

2cj 

2aj 

2(0 

0 

0 

2tö 

0 

2cj 

0 

2(0 

0 

2aj 

2(0 

0 

0 

0 

2(0 

Aus  diesen  acht  Verschiebungen,  welche  in  zwei  Gruppen  zu  je  vier 
und  in  vier  Gruppen  zu  je  zwei  zerfallen,  können  alle  anderen  durch 
Hinzufügung  solcher  Verschiebungen,  bei  welchen  die  Fläche  in  sich 
selbst  zurückkehrt,  zusammengesetzt  werden. 

Ist  nun  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Fläche  F(A,  ju.,  v)  =  0, 
so  sind  die  Gleichungen  ihrer  sieben  Verschiebungen 


K^-7' 4) -0.  K4-.  4) =0- <4. -7-") = «■ 

f(a,^,-1)=o. 


Diejenige  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  das  Product  der 
linken  Seiten  dieser  acht  Gleichungen  den  Werth  Null  hat,  stellt 
also  die  acht  verschiedenen  Flächen  zugleich  dar  und  steht  somit  auf 
gleicher  Stufe  mit  dem  betrachteten  Factor  der  Gleichung 

Das  Product   der   acht  Ausdrücke  F    ändert  seinen  Werth  nicht, 

wenn  A   mit    — -  vertauscht   wird;    dasselbe  ist  also   rational  aus- 

1 
drückbar  durch  A — -.     Ebenso  zeigt  sich,  dass  jenes  Product  seinen 

1  .  . 

Werth    nicht  ändert,    wenn  A   mit  -y   vertauscht   wird;   dasselbe   ist 

1        .     . 

also  auch  durch  A  +  — ,  mithin  auch  durch 


a4)'  =  (^4X- 


rational  ausdrückbar. 


6* 
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Wird  nun 

gesetzt ,    so  ergibt  sich,  wenn  die  Gleichung  F  (A,  fi^  v)  =  0  in  Bezug 
auf  p,  q,  r  rational  gemacht  wird : 

^{PiQi'^)  =  {qr  +  rp+pqy—4pqr{p  +  q+r)  —  12pqr  =  0. 

Zwischen   den  Coordinaten  x ,  y ,  0  und  den  Grrössen  p ,  q,  r  be- 
stehen dann  die  Gleichungen 

dt 


-l 


^sJ4tit  +  d)it  +  4) 
dt 


=   f- ' 

J^\/4t{t  + 


3)(^  +  4)' 


[S/4t{t  +  d){t  +  4)' 


während  sich 


^  ^  ^       2-\/3-^(a;) 

erweist. 

(Die  Gleichung  0(;p,  g-,  r)  =  0  stellt,  wenn  p,  q,  r  als  Parallel- 
coordinaten  eines  Punktes  gedeutet  werden ,  eine  Fläche  vierten 
Grades  dar ,  für  welche  der  Punkt  p  =  0,  q  =  0,  r  =  0  ein  drei- 
facher Punkt  ist  und  die  drei  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
q  =  0,  r  =  0;  r  =  0,p  =  0;p=0,q  =  0  Doppelgerade  sind. 
Diese  Fläche  ist  daher  ein  specieller  Fall  derjenigen ,  welche  unter 
dem  Namen  der  S  t  e  i  n  e  r'schen  Römeriläche  bekannt  ist.) 


Der  Zusammenhang  zwischen  den  in  der  obigen  Darstellung  auf- 
tretenden und  den  Jacob  i'schen  elliptischen  Functionen  ist  aus  fol- 
gender Tabelle,  in  welcher  a^  die  Grösse  2—  \/3  bezeichnet,  ersichtlich. 
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Der  Uebergang  zu  der  durch  die  Grleichung 

ds 

,     ,_,_    _,,,,    .,,,.    .,,       _     \/I7- 


definirten  elliptischen  Function  pu ,  welche  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu 
Grunde  legt,  kann  im  vorliegenden  Falle  durch  die  Substitution 
pu  =2j(u)  +  ^  vermittelt  werden.'')     Es  ergibt  sich  dann 

a   =  -      a   =  ^ 

tfi  3   >        i/3  27    • 

Die  Grössen  2a3  und  2g)'  sind  zugleich  für  die  Function  pu  ein  Paar 
Fundamentalperioden,  auch  ist  ^(co)  =  ßj,  f(^')  =  ^8- 


Die  Aufgabe,  eine  elliptische  Function  f{u)  zu  bestimmen,  von  der 
Eigenschaft,  dass  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f(u)  —  f(u^)  =  0  für 
jeden  Werth  von  w^  durch  die  beiden  Reihen  von  Werthen 

u  =         u^+ 2m  (o  +  2n  co' , 
u  =  UQ—u^+2mco  +  2nci)', 

gegeben  werden,  wo  den  Grössen  m  und  n  alle  ganzzahligen  Werthe 
-beizulegen  sind,  hat  die  speciellen  Lösungen 

/•.(»)  =  Pa«.-«)     und     /■»  =  £|±^^. 

Für  die  Function  pu  gelten  nämlich  die  Gleichungen 

p{-u)  =  pu, 
folglich 


folglich 


^(•'«-»)  =  ii^^f-(^«+^««: 


Aus   dieser  G-leichung  ergibt   sich,    wenn   die  Zeiclienbestimmiing 
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durch  Betrachtung  des  Werthes  u  =  \u^  oder  mit  Hülfe  der  für  die 
Umgebung  des  "Werthes  m  =  0  geltenden  Reihenentwickelung  ausge- 
führt wird,  dass 

Zwischen  den  beiden  Functionen  f^{u)  und  f\{u)  besteht  die 
Gleichung 

oder  es  ist 

jou  +  pu^   =   F"(^^)   ,  V(i^o) 

FW-ü.>w,  i^'(i«o)       F(¥Wo-w)-ü<?(iWo)' 

"Wird  in  den  vorstehenden  Gleichungen  statt  u  überall  ^u  und 
statt  Wq  co'  gesetzt,  so  ergibt  sich,  dass  die  Function  f^i^u)  dieselben 
Fundamentalperioden  besitzt  und  genau  für  dieselben  "Werthe  von  u 
unendlich  gross  und  zwar  unendlich  gross  erster  Ordnung  wird ,  wie 
die  Function  k{u).     Hieraus  folgt,  dass 

Aus  den  für  die  Umgebung  des  "Werthes  m  =  0  geltenden,  nach  Po- 
tenzen von  u  fortschreitenden  ßeihenentwickelungen 

p{^u)  die  Gleichung  besteht 
X{u)  = 

Nun  bestehen,  wenn  der  Modul  k  durch  die  Gleichung 


folgt ,    dass  C  = 7— ,    C,  =  0  ist ,    dass  also  zwischen  l  (u)  und 

6  >  2\/3 

eht: 

^u)  =  — -V-&¥- 

^  ^  2  V/3    F(iw)-«8 


*=v/£ 


«.-«8 


bestimmt  wird,  die  Gleichungen 


sin*am(v/e,— ßg-M) 


o/  Mf cos  am  (y/e,  -e,-  n)  •  A  am  {SJe—e^-  u) 
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Hieraus  ergibt  sich  für  X{u)  der  Ausdruck 

,.  ,  2      cos  am  M  •  A  am  w       ,         ,   ,„. 

^  ^  y/3  smamw  ^     ^ 


Es  folgen  hier  noch  die  Werthe  einiger  Constanten. 

7,  =  1  ,     ä;'  =  Vi  ;      h^  =  Y'  T^^f  =  0,017972383; 
h  =  (q)  =  e^-  =  e-^'"  =  iA  +  2(iA)^  +  ..  =  0,017972387,'») 
4  =  -^  =  ^'  =  1,27926167 ,      —  =  (1+  2A  +  2h'+  ■  -f  ==  1,0731820, 
^        K  =  ^K  =  0,842875,     «'=  wt  =  *•  1,078258. 


\/e,-e. 


Es  liegt  nun  nahe ,  ein  räumliches  Gebilde  aufzusuchen ,  für 
welches  die  beiden  Eigenschaften,  welche  für  die  vorgelegte  Minimal- 
fläche der  reellen  geometrischen  Deutung  entbehren,  —  nämlich  dass 
dieselbe  durch  eine  Verschiebung  um  4«(o'  in  der  Richtung  einer  der 
Coordinatenaxen  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gelangt,  sowie  dass  die- 
selbe in  Bezug  auf  die  Ebenen  ^  =  ±  co'  sich  selbst  symmetrisch  ist, 
eine  reelle  Bedeutung  erhalten. 

Hierzu  wird  auf  das  Grleichungssystem  (C)  (S.  45)  zurückge- 
gangen. 

Die  Ausdrücke  für  die  drei  Coordinaten  ergeben  reelle  Werthe, 
wenn  das  Gebiet  von  r  und  t^  auf  die  Fläche  eines  mit  dem  Radius 
\/^  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  beschränkt  wird  und  den 
Grössen  t  und  Tj  conjugirte  Werthe  beigelegt  werden. 

Die  letztere  Beschränkung  ist  keine  nothwendige,  vielmehr  ge- 
hören alle  diejenigen  Punkte  im  analytischen  Sinne  zu  der  vorge- 
legten Fläche,  welche  sich  für  irgend  ein  "Werthepaar  r,  t^  ergeben. 

Während  bei  der  Annahme  r  =  p  +  qi,  Tj^=  p—qi  die  Werthe 
der  Coordinaten  das  Doppelte  der  reellen  Theile  der  drei  Integral- 
functionen  darstellen,  stimmen  dieselben  bei  der  Annahme  t  =  p  +  qi, 
Tj  =  —p  -\-  qi  mit  den  doppelten  imaginären  Theilen  der  drei  Integral- 
functionen  überein,  wenn  in  beiden  Fällen  den  Variablen  p  und  q  nur 
reelle  Werthe  beigelegt  werden. 
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Bei  der  letzteren  Annahme  haben  also  die  drei  Coordinaten  jedes 
Punktes  des  auf  diese  Weise  entstehÄiden  Flächenelementes  rein 
imaginäre  "Werthe ;  wird  daher  x  —  x^-i,  y  =  y,-i,  z  =  z^-i  gesetzt, 
so  entspricht  dem  genannten  Flächeneleraente  x,  y,  z,  von  welchem 
nur  der  Punkt  x  =  0,y  =  0,z-=0  reell  ist,  ein  reelles  Flächen- 
element iCj,  y^,  z^. 

Der  Fläche  nun,  welche  die  analytische  Fortsetzung  dieses 
Flächenelementes  ist,  kommen  die  Eigenschaften  zu,  in  Bezug  auf  die 
Ebene  z^  =  ^i  ca'i  sich  selbst  symmetrisch  zu  sein  und  durch  eine 
Verschiebung  um  —Aa'i  längs  jeder  der  drei  Coordinatenaxen  mit  sich 
selbst  zur  Deckung  zu  gelangen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  den  anderweitigen  Eigenschaften 
dieser  Fläche. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  analgetische  Gleichung  dieser 
Fläche  gefunden  wird,  indem  in  der  Gleichung  der  Minimalfläche 

k{y)k{z)  +  k{z)X{x)  +  k{x)k{y)  +  l  =  0 

an  die  Stelle  von  x,  y,  z,  x^i,  y^i,  z^i  gesetzt  wird. 

Denn  diese  Gleichung  wird  identisch  befriedigt  durch  die  nach 
Potenzen  von  x  und  Tj  fortschreitenden  Reihen,  welche  sich  für  x^  ?/,  z 
aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (C)  (S.  45)  ergeben,  unabhängig 
davon,  welche  Werthe  x  und  x^  haben ,  wenn  nur  die  Reihen  für  die- 
selben convergiren. 

Das  Bestehen  dieser  Gleichung  für  ein  Flächenelement  genügt 
aber  zu  dem  Schlüsse,  dass  diese  Gleichung  auch  für  alle  analyti- 
schen Fortsetzungen  desselben  gelte. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Fläche  ebenfalls  eine 
Minimalfläche  ist. 

Ist  nämlich  F{x^  y,  z)  =  0  die  Gleichung  einer  Minimalfläche, 
so  ist,  wenn  c  einen  constanten  Factor  bedeutet,  für  die  Fläche 
F{cx,  ey,  cz)  =  0  die  partielle  Diff'erentialgleichung  der  Minimal- 
flächen befriedigt,  und  zwar  identisch  für  jeden  Werth  von  c;  die- 
selbe ist  also  auch  für  c  =  i  erfüllt. 

Wird  nun  zu  denjenigen  Gleichungen  zurückgegangen,  welche  die 
Coordinaten   als  Functionen  von  s  und  Si  ausdrücken,    siehe  die  For- 
meln (A)  auf  S.  32  [vergl.  Monatsberichte  1866  S.  619] 
dx  =     {l-s-^)^{s)iU  +  {l~s\)'^X^,)ds,, 
dy  =  i{\+s'')%{s)ds-i{l+s\)%,{s,)ds,, 
dz  =       2s^{s)ds       +      2s,^,is,)ds,      , 
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so  ergibt  sich,    dass  bei  dem  Uebergange  von  x^  y,  z  in  x^^  -y^i,  z^i 
^j(5j)  mit  —  t5i(^i)  ^^  vertauschen  ist. 
Dies  ergibt 

idx,==    {X-s')'%{s)ds-  (l-s:)g,(sjc?5,, 

Durch  diese  Formeln  wird  jedem  Punkte  x^^  y^,  z^  der  ursprüng- 
lichen Minimalfläche ,  der  einem  bestimmten  Werthepaare  s ,  s^  ent- 
spricht ,  ein  bestimmter  Punkt  x^,  y^,  z^  der  neuen  Minimalfläche  zu- 
geordnet, der  demselben  Werthepaare  5,  s,  entspricht. 

Ist  X(x-x,)+  Y{y-ij,)  +  Z{z-zJ  =  0  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene in  einem  Punkte  x^,  y^,  z^  der  ursprünglichen  Fläche, 
ist  also 

Xdx-VYäy-^Zdz  =  0, 

so  zeigen  die  obigen  Grleichungen ,  dass  auch 

Xdx^-\-  Ydy,+  Zdz,  =  0 

ist,  dass  also  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Punkten  beider 
Flächen  parallel  sind. 

Das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 

dx^^  dy'+  dz'  =  dV 
hat  den  "Werth 

dV=  4.{l+ss,y^{s)'^iis,)dsds,', 

denselben  Werth  hat  auch  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 
dl\  der  neuen  Minimalfläche.  Aus  der  Gleichung  dl\  =  dr  ergibt 
sich  aber,  dass  die  neue  Minimalfläche  eine  Biegungsfläche  der 
ursprünglichen  ist.  ^°) 

Die  neue  Minimalfläche  enthält  endlich  auch  gerade  Linien.  Wird 
z.  B.  s  =  Sj  gesetzt,  so  ist  ^(s)  =  ^i(5i)  und  es  ergibt  sich  dx^  =  0, 
dz^==  0;  also  liegt  eine  der  «/j-Axe  parallele  Gerade  ganz  auf  der 
Fläche.  —  Diese  Gerade  ist  eine  Biegung  derjenigen  Curve ,  welche 
bei  der  ursprünglichen  Fläche  in  der  Symmetrie-Ebene  x'  =  y'  liegt. 
Ebenso  liegen  auf  der  neuen  Fläche  geradlinige  Vierseite,  welche 
zwei  Symmetrie  -  Ebenen  haben  und  zwar  sind  zwei  ihrer  Winkel 
rechte  Winkel,  während  die  beiden  andern  60"  betragen. 
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Den  geradlinigen  Strecken  von  5  =  0  bis  s  =  ±  a;  s^  =  s  ent- 
sprechen auch  auf  der  Fläche  geradlinige  Strecken,  welche  die  Länge 
—  v'2  a'i  haben  und  zu  den  Seiten  der  auf  der  Fläche  liegenden  Vier- 
seite gehören. 

Betrachtungen,  welche  den  früher  (S.  50)  angestellten  ganz  analog 
sind,  erleichtern  die  Herstellung  eines  Modelies  der  neuen  Fläche, 
durch  welches  die  Periodicität  und  die  Symmetrie  derselben  zur  An- 
schauung gebracht  wird.-') 
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Nachtrag. 

Der  Verfasser  der  Abhandlung:  ,,Bestimmung  einer  speciellen 
Minimalfläche"  hat  sich  in  der  Folge  mit  einigen  allgemeineren  Proble- 
men beschäftigt,  welche  über  das  in  der  genannten  Abhandlung  ge- 
stellte Ziel  hinausgehen ,  aber  zu  der  in  derselben  gelösten  Aufgabe 
in  eine  gewisse  Beziehung  gebracht  werden  können. 

Da  die  Behandlung  dieser  Probleme  dem  Verfasser  auch  an  und 
für  sich  einiges  Interesse  darzubieten  scheint ,  die  in  jener  Abhand- 
lung dargelegte  Methode  sich  auch  auf  diese  Probleme  erstreckt 
und  zu  ihrer  vollständigen  Lösung  ausreicht,  so  erlaubt  sich  derselbe, 
der  physikalisch-mathematischen  Klasse  der  Königlichen  Akademie  in 
dem  vorliegenden  Nachtrage  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen 
mitzutheilen. 

(Der  Mittheilung  waren  beigefügt  einige  Drahtgestelle  nebst 
Hülfsmitteln  zur  Herstellung  der  betreffenden  Seifenblasenflächen  nach 
der  Vorschrift  des  Herrn  Plateau.  ^^)  Diese  Seifenblasenflächen 
führen  zu  einer  anschaulichen  Vorstellung  über  die  Grestalt  mehr  oder 
minder  ausgedehnter  Theile  derjenigen  Minimalflächen ,  von  welchen 
die  Rede  ist.) 

Wenn  man  von  den  Formeln  ausgeht  (vergl.  S.  32) 

dx   =     ^^-f)^'      +     (X-^)^r 

^       S/W)      ~WM~ ' 

2s  ds  2s^ds^ 

sjR(s)  V^^' 

worin  R(s)  =  1— 14s*-|-s^  -R,(^i)  =  1— 14s*-|-Si,  und  man  setzt  an 
die  Stelle  der  Function  R  (s)  irgend  eine  andere  ganze  Function  achten 
Grades  von  s ,  so  erhält  man  wieder  eine  Minimalfläche ,  aber  es 
werden  derselben  im  Allgemeinen  zwei  für  die  obige  specielle  Fläche 
charakteristische  Eigenschaften  fehlen,  nämlich  erstens,  dass  auf  der 


d^ 
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Fläclie  gerade  Linien  liegen,  zweitens,  dass  die  Gleichung  der  Fläche 
durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  rational  ausdrückbar  ist. 

Die  vorliegende  Mittheilung  beschäftigt  sich  damit,  solche  Flächen 
aufzustellen,  bei  denen  2?(s)  eine  ganze  Function  achten  Grades  ist 
und  der  Minimalfläche  die  genannten  beiden  Eigenschaften  erhalten 
bleiben. 

Bei  der  Annahme  R{s)  =  l  —  14s*+s^  entsprechen,  sobald  den 
beiden  Quadratwurzeln  \/R{s)  und  \/R^(s^)  für  s  =  0,  5,  =  0  dasselbe 
Zeichen  gegeben  wird ,  wenn  man  s  =  ^  +  r^i  setzt ,  wobei  |  und  t] 
zwei  reelle  Variable  bezeichnen ,  den  beiden  Geraden  ^  =  ±  rj  und 
dem  Einheitskreise  ^^+  rf  =  1  auf  der  Minimalfläche  gerade  Linien.  — 
Die  acht  Wurzeln  von  jB  (s)  =  0  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Geraden  l  =  ±  rj  und  den  Kreis  |*+i^' =  1.  (Mit  anderen 
Worten:    Ist  s^  =  ^Q+%i  eine  Wurzel   der  Gleichung  It(s)  =  0,    so 


lo+^o 


drei    andere  Wurzeln   der- 


sind  jedesmal  %+^o'^,  -»^o-^o^  "/2-Tr-»,- 

So    1"  Uo 

selben  Gleichung.) 

Betrachtet  man  .die  doppelt  zu  denkende  Fläche  eines  Quadranten 
des  Einheitskreises   in   der  Ebene   s    (Fig.  18.)   als    eine    einfach  zu- 

Fig.  18. 


sammenhängende  Fläche  mit  sechs  Ecken  und  einem  Windungspunkte, 
so  entspricht  demselben  die  durch  sechs  Kanten  eines  räumlichen 
Sechsseites   gehende  Minimalfläche.   (Fig.  19.)     Je    drei  auf  einander 


Fig.  19. 


folgende  Seiten  des  Sechsseites  stehen  auf  einander  senkrecht;  die  je 
vierte  ist  der  ersten  parallel.  Im  vorliegenden  Falle  haben  alle  sechs 
Seiten    des   erwähnten  Sechsseits   gleiche   Länge    und   werden    daher 
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durch  diejenigen  sechs  Kanten  eines  Würfels  gebiklet,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  von  den  zwölf  Kanten  desselben  die  zweimal  drei  in 
zwei  Gegen  ecken  desselben  zusammenstossenden  Kanten  weggelassen 
werden.  Im  Mittelpunkte  des  Sechsseits  befindet  sich  derjenige  Punkt 
der  Minimalfläche,  in  welchem  die  Tangentialebene  die  Fläche  in 
einer  Curve  mit  einem  dreifachen  Punkte  —  hier  in  drei  Geraden  — 
schneidet. 

Wählt  man   nun  innerhalb  des  Quadranten   einen  anderen  Punkt 
s^  =  r^e'''^*  und  wählt  zu  den  acht  Wurzeln  von  R{s)  =  0  beziehlich 


P^+7i)i  '      l^-n^-'PüY  ry.   M^-faY 


J-^n«       }^(Ä'Pi,+n)i      Jl^U'^-'^o)»      _e(l'^-»ü)'' 

so  findet  jetzt   gleichfalls  Symmetrie    der  Wurzeln  in  Bezug  auf  die 
genannten  Linien  statt.  (Fig.  20.) 

Fig.  20. 


Dann  entsprechen  diesen  Linien  auf  der  Minimalfläche  wieder 
gerade  Linien  und  zwar  ist  die  Begrenzung  der  Fläche  ein  räumliches 
Sechsseit,  welches  allgemein  erhalten  wird,  wenn  von  den  zwölf 
Kanten  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedon  zweimal  drei  Kanten 
fortgelassen  werden,  die  in  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  zusammen- 
stossen.  (Fig.  21.) 

Fig.  21. 


Es  ist  hiemach  die  Aufgabe  lösbar:  Durch  sechs  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipedons,  welche  ein  Sechsseit  der  angegebenen 
Art  bilden  (Fig.  21.) ,  eine  Minimalfläche  zu  legen,  auf  welcher  durch 
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jeneri  Sechsseit  ein  einfach  zusammenliängendes  in  seinem  Innern  von 
singulären  Stellen  freies  Flächenstück  begrenzt  wird.  Auch  hier  be- 
findet sich  im  Mittelpunkte  des  Sechsseites  derjenige  Punkt  der  Fläche, 
welcher    dem  Windungspunkt    entspricht.     Werden    nun    die  Grössen 

— r^— ,  — -^— ,   2  zu  Coordinaten  gewählt,  so  sind  die  entsprechenden 

Integrale  als  elliptische  Integrale  erster  Art  darstellbar  und  es  lassen 
sich  dann  für  diese  Fläche  im  Wesentlichen  dieselben  Schlüsse  machen, 
wie  für  die  in  der  erwähnten  Abhandlung  betrachtete  speciellere 
Fläche.  Es  gibt  eine  in  Bezug  auf  elliptische  Functionen  der  Coor- 
dinaten rationale  Gleichung  der  Fläche,  nur  sind  hier  die  Moduln 
der     elliptischen    Functionen,     deren    Argumente     die     Coordinaten 

— ~,  — =.— ,  z  sind,  von  einander  verschieden. 

v/2      '        v/2 

Zur  Herleitung  der  von  ausserwesentlichen  Factoren  befreiten 
Gleichung  der  Fläche  kann  eine  analoge  Methode  dienen,  während  die 
Coefficienten  aus  den  Anfangsgliedern  von  Potenzentwickelungen  zu 
bestimmen  sind. 

Von  dieser  Fläche  treten  zwei  Fälle  als  specieUe  auf,  nämlich 
qp^  =  0  und  (Po=  \^  oder  r^  ==  1. 

Es  werde  zunächst  der  erste  Fall  näher  betrachtet. 

Ist  (p^  =  0,  so  ist  das  Sechsseit  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken  gehende  Ebene  und  es  entspricht 
der  Geraden  von  s  =  5^  bis  s  =  +1  auf  der  Fläche  eine  Gerade,  so 
dass  der  von  s^  bis  s  =  +1  geradlinig  aufgeschnittenen  Fläche  des 
Quadranten  (Fig.  22.)  eine  von  einem  geradlinigen  räumlichen  Fünf- 
seit  begrenzte  Minimalfläche  entspricht.      Fig.  23  zeigt    zwei   solche 

Fig.  22.  Fig.  23. 


Fünfseite ;    der   dem    singulären  Punkte  s  =  s^   entsprechende   Punkt 
der  Minimalfläche  liegt  in  der  Mitte  der  gemeinschaftlichen  Seite. 
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Der  ganzen  Fläche  des  Einheitskreises  entsprechen  vier  solche 
Fünfseite ,  welche  in  Fig.  24  vereinigt  sind.  ^^)  Die  Gestalt  der  Ver- 
einigung, welche  der  in  der  Abhandlung  betrachteten  Fläche  entspricht, 
zeigt  mit  den  auf  der  Fläche  liegenden  geraden  Linien  Fig.  25. 


Fig.  24. 


Fig. 
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Für  den  allgemeineren  Fall  enthält  R{s)  eine  willkürliche  Con- 
stante  r^;  vermöge  derselben  kann  bewirkt  werden,  dass  man  als 
Umgrenzung  den  zusammenhängenden  Zug  von  acht  Kanten  eines 
beliebigen  geraden  quadratischen  Prismas  vorschreiben  kann. 

Lässt  man  r^  gleich  1  werden,  rücken  also  die  singulären  Punkte 
auf  ±1,  ±  i,  so  wird  das  Prisma  unendlich  lang,  die  elliptischen  In- 
tegrale verwandeln  sich  in  circuläre  beziehungsweise  in  logarithmische, 
und  die  Grieichung  der  Fläche  geht  über  in  die  bekannte  von  Herrn 
S  c  h  e  r  k  gegebene,  deren  einfachste  Form  ist  **) 


e^  = 


cos  2/ 


Man  kann  aber  leicht  in  die  Grieichung  dieser  Flächen  noch  eine 
Constante  mehr  einführen ,  wenn  man  die  Forderung  der  Symmetrie 
der  Wurzeln  in  Bezug  auf  die  beiden  Greraden  |  =  ±  i^  fallen  lässt 
und  dafür  die  Forderung  der  Symmetrie  der  Wurzeln  in  Bezug  auf 
1  =  0,  ri  =  0  hinzufügt.  Man  wähle  zu  Wurzeln  der  Grieichung 
R{s)  =  0 

auf  ri  =  0 :  ±  r  ,  ±  — ;    auf  |  =  0 :  ±ri. 


Die  Grieichung  der  Fläche  ist  dann  ebenfalls  durch  elliptische  Func- 
tionen der  Coordinaten  rational  ausdrückbar.  Es  tritt  nun  an  die 
Stelle  des  quadratischen  Prismas  im  vorigen  Falle  das  gerade  Prisma 
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mit  beliebiger  rechteckiger  Grundfläche.  Nun  kann  man  etwa  r^  gleich 
1  werden  lassen,  so  wird  dieses  Prisma  nach  der  einen  Seite  hin  un- 
endlich lang ;  die  Gleichung  der  Fläche  hängt  dann  in  Bezug  auf  x 
von  elliptischen,  in  Bezug  auf  y  und  ^  aber  von  Exponentialfunc- 
tionen  ab. 

Es  werd^  nun  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  (p^  =  ^n,  d.  h.  wo 
auf  der  Geraden  ^  =  rj  viermal  je  zwei  der  "Wurzeln  zusammen- 
fallen. Es  ist  zunächst  klar,  dass  dieser  Fall  identisch  ist  mit  dem, 
wo  r^  =  1 ,  d.  h,  wo  auf  dem  Einheitskreise  viermal  zwei  "Wurzeln 
zusammenfallen.  (Fig.  26.) 

Fig.  26. 


Von  jenem  Sechsseit,  von  dem  oben  die  Rede  war,  erhalten  nun 
nur  zwei  Seiten  eine  endliche  Länge;  das  dritte  Seitenpaar,  welches 
sich  an  diese  zu  beiden  Seiten  anschliesst,  erhält  eine  unendliche 
Länge.  Eine  der  Figur  24  analoge  Zusammensetzung  von  vier  solchen 
Flächen  führt  zu  vier  parallelen  Kanten  eines  beiderseits  unendlich 
langen  Parallelepipedons  mit  rhombischem  Querschnitt.  Die  ellipti- 
schen Integrale  verwandeln  sich  in  circuläre  beziehungsweise  in  lo- 
garithmische ;  die  Gleichung  der  Fläche  ist  daher  rational  ausdrückbar 
durch  Exponentialfunctionen  der  Coordinaten  und  hat  in  der  ein- 
fachsten Form  die  Gestalt 

^yz  ^    cos  (ccx  +  ßy) 
cos  (ax  —  ßy)  ' 

worin  y  =  — p-    ^ ist  und  a  und  ß   willkürliche  reelle  Constanten 

Sja'+ß') 
bedeuten. 

Auch  diese  Gleichung  ist  zuerst  von  Herrn  Scherk  aufgestellt 

worden. 

Es  werde  jetzt  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  für  den  Werth 
5,  =  0  der  Quadratwurzel  \JIi^{s^)  der  entgegengesetzte  Werth  bei- 
gelegt wird  wie  der  Quadratwurzel  \JR  (s)  für  den  Werth  s  =  0  und 

Schwarz,  Uesammelte  Abhandinngen.  I.  7 
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an  die  Stelle  von  x,  y,  g  bezielilich  x^i^  y^i,  z^i  gesetzt  wird.  In 
diesem  Falle  entsprechen  den  G-eraden  |  ==  0,  -»j  =  0  von  5  =  0  bis 
zu  den  Windungspunkten  gerade  Linien  auf  der  Minimalfläche ;  dem 
Einheitskreise  entsprickt  in  diesem  Falle  eine  ebene  Krümmungslinie. 
"Wird  die  Fläche  des  Einheitskreises  aufgefasst  als  vom  Mittelpunkte 
aus  "geradlinig  bis    zu  den  "Windungspunkten  aufgeschnitten  (Fig.  27), 

Fig.  27. 


so  entspricht  dieser  Fläche  ein  zweifach  zusammenhängendes  Minimal- 
flächenstück ,  welches  einerseits  von  einem  Quadrate ,  andrerseits  von 
einer  ebenen  Krümmungslinie  begrenzt  ist,  deren  Ebene  der  Ebene 
des  Quadrates  parallel  ist. 

Man  erhält  dieses  Flächenstück,  wenn  man  einen  mit  einer  Hand- 
habe versehenen  in  die  Form  eines  Quadrates  gebogenen  Draht 
(Fig.  28)  in  die  Seifenlösung  taucht  und  parallel  dem  Flüssigkeits- 
spiegel heraushebt.  Am  Drahte  bleibt  ein  Minimalflächenstück  hängen, 
welches  denselben  mit  dem  Flüssigkeitsspiegel  verbindet  und  auf  dem 
letzteren  überall  senkrecht  steht.  Ist  die  Höhe  des  Quadrates  über 
dem  Flüssigkeitsspiegel  gleich  dem  vierten  Theile  der  Diagonale  des 
Quadrates  geworden,  so  erhält  man  ein  Stück  der  am  Schluss  der 
erwähnten  Abhandlung  (S.  90)  betrachteten  Biegungs fläche. 
Fig.  29  zeigt  die  auf  diesem  Flächenstücke  liegenden  geraden  Linien. 
(Nach   dem  Herausheben    des   in  Fig.  29    abgebildeten   Drahtgestelles 

Fig.  28.  Fig.  29. 


Bestimmang  einer  speciellen  Minimalfläche.     Nachtrag.  99 

aus  der  Seifenflüssigkeit  muss  die  innere  sich  bildende  aequatoriale 
Lamelle  mit  etwas  Löschpapier  durchbrochen  werden.)  "Wird  die 
Grösse  i\  verändert,  so  bleiben  die  genannten  auf  die  Begrenzungen 
sich  beziehenden  Eigenschaften  erhalten  und  es  wird  eine  variable 
Constante  in  die  Aufgabe  eingeführt;  das  Verhältniss  des  Abstandes 
jenes  Quadrates  von  dem  Flüssigkeitsspiegel  zu  der  Seite  des  Qua- 
drates wird'  variabel  und  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  jeden 
Werth  annehmen. 

Die  Curve  auf  dem  Flüssigkeitsspiegel  nähert  sich  dem  Ansehen 
nach  einer  fast  kreisförmigen  Linie  um  so  mehr,  je  höher  der  Draht 
gehoben  wird;  sobald  jedoch  eine  gewisse  Grenze  überschritten  wird, 
hört  die  Gleichgewichtslage  auf  stabil  zu  sein,  jene  nahezu  kreisför- 
mige Linie  verengert  sich  mehr  und  mehr,  das  Flächenstück  löst  sich 
vom  Flüssigkeitsspiegel  ab  und  geht  in  die  ebene  Lamelle,  die  Fläche 
des  Quadrates  selbst  über.  Es  ist  dieser  Vorgang  ganz  demjenigen 
analog,  bei  welchem  ein  kreisförmig  gebogener  Draht  an  die  Stelle 
des  Quadrates  tritt  und  für  welchen  man  die  mathematischen  Ver- 
hältnisse kennt.  ^^) 

Es  ist  auch  hier  möglich,  noch  eine  Constante  mehr  in  die  Auf- 
gabe einzuführen,  indem  zu  Wurzeln  gewählt  werden 


-  'o)    —  ^    )    —  '^i  *>    — 


An  die  Stelle  des  Quadrates  tritt  dann  ein  Rechteck  und  es  ist  somit 
innerhalb  gewisser  durch  die  Möglichkeit  der  Constantenbestimmung 
bedingter  Grenzen  die  Aufgabe  lösbar: 

Zwischen  den  Begrenzungslinien  der  oberen  und  unteren  End- 
fläche eines  rechtwinkligen  Parallepipedons  ein  zweifach  zusammen- 
hängendes Minimalflächen  stück  auszuspannnen. 

Geht  r^  in  1  über,  so-  ergibt  sich  dieselbe  Fläche  wie  oben  S.  97. 
Geht  r^  und  r^  in  1  über ,  so  ergibt  sich  eine  von  Herrn  S  c  h  e  r  k 
aufgefundene  Fläche ,  deren  Gleichung  in  ihrer  einfachsten  Form  die 
Gestalt  hat 

4sin^=  (e^-e-^)(e^-e-^). 
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Man   denke  sich,    dass    die    in  Fig.  30  mit  a  und  h    bezeichneten 

Fig.  30. 


Strecken  ins  Unendliche  gerückt  werden;  die  nach  dem  Herausheben 
dieses  Drahtgestelles  aus  der  Seifenflüssigkeit  sich  bildende  Querla- 
melle muss  mit  einem  Streifen  Löschpapier  durchstossen  werden.  — 
Vergleiche:  Van  der  Mensbrugghe:  Discussion  et  realisation  ex- 
perimentale  d'une  surface  particuUere  ä  courhure  moyenne  nulle.  Bulletins 
de  VAcademie  royale  de  Belgique.  Bruxelles,  35^  annee,  2*  serie ,  tome  21. 
p.  552—566) 

Geht  r^  jind  r^  in  0  über,  so  erhält  man 


dx  == 

{l--s')ds 
s' 

+ 

{l-sl)ds, 
sl          ' 

dy  = 

i{l  +  s')ds 
s' 

+ 

iil+sl)ds. 

dz  = 

2s  ds 

s' 

± 

2s,  ds, 

X   = 

1  _ 

s 

HP 

(i-.). 

y  = 

-±,. 

+ 

(i--). 

2  = 

21ogs 

± 

21ogs,. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist,   wenn   die  oberen  Zeichen  gewählt 
werden, 


wenn   hingegen    die  unteren  Zeichen    gewählt  werden,   und  x^-i,  y^-i, 
e^-i  an  die  Stelle  von  x,  y,  0  gesetzt  wird, 

X, 

Vi 


-tg?^. 
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Dieses  sind  die  Gleicimngen  der  Rotationsfläche,  welche  durch 
Rotation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  entsteht,  und  der- 
jenigen geradlinigen  Schraubenfläche, .  welche  zugleich  Minimalfläche  ist. 

Wird  an  die  Stelle  von  s^  und  sl  im  Nenner  der  obigen  Glei- 
chungen s^'e~"'  und  Sj-e"'  gesetzt,  so  erhält  man  durch  Elimination 
die  Grleichung  einer  Minimalfläche,  welche  von  Herrn  Scherk  gegeben 
worden  ist  lind  die  obigen  beiden  als  specielle  Fälle  in  sich  enthält.  ^*^) 

Geht  bloss  r^  oder  bloss  r^  in  0  über,  so  tritt  der  Fall  ein,  dass 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  die  eine  Coordinate  von  ellip- 
tischen Functionen ,  in  Bezug  auf  die  anderen  beiden  aber  von  Expo- 
nentialfunctionen  abhängt.  Dieselben  können ,  wenn  t\  =  0  ist ,  als 
specielle  Fälle  der  dem  Gestelle  Fig.  30  entsprechenden  Fläche  auf- 
gefasst  werden,  wenn  nur  ein  Paar,  etwa  das  Paar  der  mit  a  bezeich- 
neten gegenüberliegenden  Strecken,  in  das  Unendliche  verlegt  wird. 


Während  der  Fall ,  dass  auf  einer  der  Geraden  |  =  ±  i^  vier 
Wurzeln  der  Gleichung  R{s)  =  0  liegen,  und  die  vier  andern  sym- 
metrisch auf  dem  Einheitskreise  liegen,  durch  eine  Drehung  des  Coor- 
dinatensystems  auf  einen  der  schon  betrachteten  Fälle  zurückgeführt 
wird,  erfordert  der  Fall,  dass  alle  acht  Wurzeln  auf  einer  der  Linien 
liegen,  eine  besondere  Betrachtung.  Es  werde  angenommen,  dass  die 
acht  Wurzeln  auf  dem  Einheitskreise  liegen  und  zwar  symmetrisch 
zu  den  Geraden  |  =  0,  rj  =  0,  |  =  ±  »j.  Ferner  werde  angenommen, 
dass  keiner  der  Punkte  auf  eine  dieser  Linien  selbst  falle.  Es  ent- 
spricht dann  der  Fläche  eines  Quadranten  der  Ebene  s,  in  welchem 
I  positiv  ist  und  rf  <  |*  ist ,  wenn  dieselbe  längs  der  Peripherie  des 
Einheitskreises  von  den  Windungspunkten  aus  aufgeschnitten  wird, 
ein  von  einem  geradlinigen  räumlichen  Sechsseit  begrenzter  Theil 
einer  Minimalfläche.  Fig.  31.  Eine  Vereinigung  zweier  solcher  Sechs- 
seite zeigt  Fig.  30. 


Fig.  31. 
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Das  Problem  enthält  eine  willkürliche  Constante;  dieselbe  kann 
dazu  benutzt  werden,  dem  Verhältniss  der  Länge  und  Höhe  der  beiden 
ßechtecke ,  aus  denen  das  in  Fig.  32  abgebildete  Grestell  zusammen- 
gesetzt ist,  einen  vorgeschriebenen  Werth  zu  geben.  Lässt  man  die 
Symmetrie  in  Bezug  auf  ^  =  0,  rj  =  0  fallen ,  so  erhält  das  Problem 
noch  eine  verfügbare  Constante  mehr,  welche  dazu  benutzt  werden 
kann,  den  beiden  Rechtecken  verschiedene  Länge  zu  geben. 

Lässt  man  je  zwei  "Wurzeln  auf  den  Geraden  ^  =  ±  rj  zusammen- 
fallen, so  erhält  man  bei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems  die 
Scherk'sche  Fläche 

4sin^=  (e^-0(e^^-e-^), 
zu  deren  Darstellung  Herr  V  a  n  der  Mensbrugghe  das  in  Fig.  32 

Fig.  32.  (Fig.  30.  auf  S.  100.) 


abgebildete  Grestell  angegeben  hat.  Die  in  dieser  Figur  mit  a  und  h 
bezeichneten  Strecken  hat  man  sich  hierbei  in  das  Unendliche  versetzt 
zu  denken, 

Lässt  man  die  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Geraden  |  =  ±  ^ 
fallen ,  und  behält  nur  diejenige  in  Bezug  auf  die  Geraden  |  =  0, 
1^  =  0  bei,  so  kann  man  durch  gerade  Begrenzungslinien  einen  ganz 
im  Endlichen  liegenden  Theil  der  Fläche  nicht  abgrenzen,  es  bleiben 
jedoch  der  Fläche  die  ebenen  Krümmungslinien. 

Man  kann  nun  wieder  zwei  Paare  singulärer  Punkte  zusammen- 
fallen lassen,  und  den  obigen  Schlüssen  analoge  machen;  worauf  hier 
jedoch  nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 

Setzt  man  nun  R{s)  =  1— s%  so  ergibt  sich,  wenn  man  sich  die 
ganze  Ebene  durch  geradlinige  Schnitte  von  s  =  0  bis  zu  den  Punkten 
s*  =  —1,  und  von  den  Punkten  s*  =  -f-l  bis  ins  Unendliche  aufge- 
schnitten denkt,  sodass  die  Function  s-*E{s)  längs  dieser  Schnitt- 
linien  ausser   dem  Werthe  Null   nur   negative  Werthe   annimmt,    ein 
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zweifach  zusammenliängendes  von  zwei  gleich  grossen  Quadraten  be- 
grenztes Minimalflächenstück ;  die  Quadrate  liegen  in  parallelen  Ebenen, 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  steht  auf  denselben  senkrecht 
und  die  Seiten  des  einen  Quadrates  sind  den  Diagonalen  des  andern 
parallel. 

Ein  allgemeineres  von  zwei  solchen  Quadraten  begrenztes  zwei- 
fach zusammenhängendes  Minimalflächenstück  würde  man  erhalten, 
wenn  man  den   acht  Wurzeln    eine  der  Figur  33  entsprechende  Lage 

Fig.  33. 


gäbe.     Die  Grleichung  dieser  Flächen  ist  jedoch,   wie  es  scheint,   ra- 
tional durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  nicht  ausdrückbar. 

Die  Untersuchung  des  Falles 

möge  hier  übergangen  werden. 

Es  bleibt  nun   zuletzt  noch  der  Fall   einer  Erörterung  zu  unter- 
ziehen,  in  welchem   das  Werthepaar  s  =  0  und  5  =  oo  zu  den  acht 
Wurzeln  gehört  und  die  sechs  andern  Wurzeln  symmetrisch  um  diese 
beiden  vertheilt  sind. 
Es  sei 

ri  =  e*"'  und  e  =  e»"*  =  -i  +  i*V3, 
und  die  acht  Wurzeln  seien 

0,  V,  v\  n',  n',  V\  VS  oo,  i2(s)  =  s(l+s"),    (Fig.  34.) 

Fig.  34. 
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so  ist  jede  der  Coordinaten  x  und  s  als  Summe  zweier  elliptischen  Inte- 
grale erster  Art  darstellbar,  die  vermöge  des  Additionstheorems  addirt 
werden  können.  Ebenso  ist  —  -l^;  +  -^  V^3 «/  als  Summe  zweier  elliptischen 
Integrale  erster  Art  darstellbar,  denn  man  erhält 


\dx^\\l^dy  = 


ds-{- 


sJB(s)  \/R{s,) 


ds^. 


"Wird    nun  t^^   statt  s^   gesetzt,    so    geht    das    mit   ds^    multiplicirte 
Differential  in 

s-tW 


sjR{t,) 


dt, 


über;  beide  Differentiale  lassen  sich  durch  einfache  algebraische  Sub- 
stitutionen in  elliptische  umformen.  Es  hat  daher  auch  diese  Eläche, 
es  mag  für  positive  Werthe  von  s  und  s^  \/'B(s^)  mit  demselben  oder 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  wie  \/B{s)  gewählt  werden,  wobei  im 
letztern  Falle  x,  y,  ^  beziehlich  durch  x^i,  y^i,  z^i  zu  ersetzen  sind, 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Grleichung  in  Bezug  auf  elliptische  Func- 
tionen, deren  Argumente  lineare  Functionen  der  Coordinaten  sind,  ra- 
tional ausgedrückt  werden  kann. 

Man  kann   in  die  Aufgabe  noch  eine  Constante  mehr  einführen, 
indem  man  zu  Wurzeln  wählt 

Die  Fläche  besteht  aus  lauter  congruenten  Theilen,  deren  Begrenzung 
von  einem  geradlinigen  Sechsseit  gebildet  wird.  (Fig.  36.) 


Fig.  35. 


Fig.  36. 


I 


/  

"Werden  zu  den  acht  Wurzeln  gewählt 

0,  1,  ^^  n\  rf,  rf,  rt\  00,     (Fig.  37.) 
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wird  also  E{s)  =  s{l  —  sl)  gesetzt,   so  ist  die  Grieichung  der  Fläche 

Fig.  87. 


durch    elliptische    Functionen 


y ,   z     rational    aus- 


drückbar, wie  eine  analoge  Betrachtung  zeigt,  wenn  5,  durch  —^7^ 
ersetzt  wird.  Auf  der  Fläche  liegen  in  parallelen  Ebenen  congruente 
gleichseitige  Dreiecke,  deren  Projectionen  auf  diese  Ebenen  die  Figur  38 


Fig.  38. 


ergeben ,  und  welche  einen  gewissen  Abstand  von  einander  haben. 
Auch  auf  den  in  der  erwähnten  Abhandlung  betrachteten  Flächen 
lassen  sich  ringförmige  Flächenstreifen  angeben ,  welche  von  zwei 
gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt  sind  und  zwar  auf  der  ursprüng- 
lichen Fläche  und  auf  ihrer  Biegungsfläche  auf  je  eine  Weise.  Wird 
die  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks  zur  Einheit  gewählt,  so  ist  der 
Abstand  der  beiden  Ebenen  in  diesen  beiden  Fällen 

— —    und    —  ,-. 

v/6  2  v/6 

Im  Allgemeinen  scheinen  die  Grieichungen  dieser  Flächen,  bei  be- 
liebigem Abstände  der  Ebenen  der  beiden  Begrenzungsdreiecke  ra- 
tional durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  nicht  ausgedrückt 
werden  zu  können.  Dagegen  kommt  diese  Eigenschaft  wieder  allen 
den  Minimalflächen  zu,  deren  Begrenzung  als  zwei  gleichseitige,  die 
Begrenzung  der  parallelen  Endflächen  eines  geraden  dreiseitigen 
Prismas  bildende  Dreiecke  gegeben  sind.  In  diesem  Falle  sind  die 
Wurzeln  der  Grieichung  12(5)  =  0 
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0,  ^,^.,^^^  1    ie    l^^  oo.     (Fig.  39.) 

'o        'o  'o 

Fig.  89. 


Der  Quadratwurzel  \/J?(Si)  ist  für  positive  Werthe  von  s^  <:  r^,  s^  =  5, 
das  entgegengesetzte  Zeichen  beizulegen  wie  der  Quadratwurzel 
\/ll{s)  =  \/s(l— (7s'+s®),  an  die  Stelle  von  x^  y,  z  i^t  x^i ,  y^i ,  z^i 
zu  setzen,  und  die  Constante  r^  ist  der  Bedingung  gemäss  zu  be- 
stimmen, dass  der  Abstand  der  beiden  Dreiecke  zu  der  Seite  der- 
selben ein  gegebenes  innerhalb  der  durch  die  Möglichkeit  dieser  Con- 
stantenbestimmung  bedingten  Grenzen  liegendes  Verhältniss  hat. 

Die  Grleichung    der  Fläche    ist   rational   in  Bezug   auf  elliptische 
Functionen  der  Coordinaten  x^  —^x-^^sfty^  z. 

Dem  Einheitskreise  entspricht  eine  ebene  Krümmungslinie,  deren 
Ebene  eine  Symmetrie-Ebene  der  Fläche  ist. 

Werden   zu   den  Wurzeln    der  Grleichung  jB  (s)  =  0    gewählt  die 
Werthe 

1  1 


0, 


b\    oo,    (Fig.  40.) 


Fig.  40. 


und  wird  für  positive  Werthe  von  5  und  s^  der  Quadratwurzel  V-ß(^i) 
der  entgegengesetzte  Werth  beigelegt  wie  der  Quadratwurzel  ^Tiiß)  = 
\/s(l+Cs^-f-s''),   so   entspricht  dem  Kreissector  s  —  re'^',   0  <*•<!, 
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0<9)^fjr,  ein  von  fünf  geraden  Linien  begrenztes  Minimalflächen- 
stück.     Eine  Gruppe  von  sechs  solchen  Fünfseiten  zeigt  Figur  41. 

Lässt  man  r^  gleich  1  werden,  so  erhält  die  Fläche  in  beiden 
Fällen  eine  in  Bezug  auf  Exponentialfunctionen  der  Coordinaten  ra- 
tionale Gleichung. 

Um  von  der  Gestalt  eines  Theiles  dieser  Flächen  eine  anschau- 
liche Vorstellung  zu  gewinnen,  denke  man  sich  in  denjenigen  Seifen- 
blasenflächen ,    welche    den    in    den   Figuren  41  und  42   abgebildeten 


Fig.  41. 


Fig.  42.  (Fig.  36.  auf  S.  104.) 


^ 

/ 

a 

r^ 

^ 

^V 

^ 

I 
I    I 


"^^^^^^ 


^r::^^- 


Drahtgestellen  entsprechen ,  die  in  diesen  Figuren  mit  a  bezeichneten 
Seiten  in  das  Unendliche  versetzt. 


Die  Resultate   der   obigen  Betrachtungen   kurz   zusammenfassend 
können  wir  also  folgende  Sätze  aussprechen. 

I.  Es  gibt  eine  grössere  Anzahl  von  Minimalflächen,  für  welche 
die  Function  ^(s)  in  den  Formeln  (D)  des  Herrn  Weier- 
strass  [Monatsberichte  1866  S.  619]  gleich  ist  dem  reciproken 
Werthe  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  achten 
Grades  von  s,  und  welche  die  doppelte  Eigenschaft  haben, 
erstens,  dass  die  Gleichung  derselben  durch  elliptische  Func- 
tionen, deren  Argumente  lineare  Functionen  der  Coordinaten 
sind ,  rational  ausdrückbar  ist ,   zweitens ,    dass  es  möglich  ist, 
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II. 


III. 


auf  diesen  Flächen   durch  gerade  Linien   endliche   Stücke   der 

Fläche  abzugrenzen. 

Die  einfachsten  Begrenzungen,  welche  man  wählen  kann,  hängen 

zumeist  auf  einfache  Weise  mit  den  Kanten  eines  rechtwinkligen 

Parallelepipedons  oder  eines  geraden  regelmässigen  dreiseitigen 

Prismas  zusammen. 

Durch  vier  geradlinige  Strecken    lässt   sich   aber  unter  allen 

diesen  Flächen  nur  auf  den  beiden  speciellen  in  der  genannten 

Abhandlung  näher    betrachteten  Minimalflächen    ein   endliches 

Stück  der  Fläche  vollständig  begrenzen. 


Endlich  sei  es  gestattet,  auf  fünf  Polyederoberflächen  hinzuweisen 
(Fig.  43,  44,  45,  46,  47.),  welche  durch  die  Lage  ihrer  acht  Ecken  von 


Fig.  43 


Fig.  45. 


Fig.  47. 


der  symmetrischen  Vertheilung  derjenigen  acht  "Werthe  von  s,  für 
welche  die  obige  ganze  Function  achten  Grrades  gleich  NuU  wird,  ein 
anschauliches  Bild  gewähren.  ^') 
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Anhang 

entlialtend 
Anmerkungen  und  Zusätze. 

Zu  der  Zeit ,  als  die  Abhandlung :  „Bestimmung  •  einer  spe- 
ciellen  Minimalfläche"  verfasst  wurde,  und  bis  zu  dem  Tage  der  Ein- 
sendung derselben  an  die  Königliche  Akademie  (28.  Februar  1867) 
war  die  im  13ten  Bande  der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gresell- 
schaft  der  Wissenschaften  zu  Gröttingen  in  einer  Bearbeitung  des 
Herrn  K.  Hattendorff  veröffentlichte,  vom  6.  Januar  1867  datirte 
Abhandlung  Riemann's:  „lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt 
bei  gegebener  Begrenzung ^^  dem  Verfasser  noch  nicht  zugänglich  und 
hatte  derselbe  auch  von  dem  Inhalte  dieser  Abhandlung  zu  jener  Zeit 
noch  keine  Kenntniss. 

Im  Artikel  18  dieser  Abhandlung  wird  dieselbe  Minimalfläche  be- 
trachtet, deren  geometrische  Eigenschaften  bereits  in  einer  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahrgang  1865  S.  149 — 153,  *) 
enthaltenen  Mittheilung  erörtert  sind  und  deren  genauere  Untersuchung 
die  Hauptaufgabe  der  vorliegenden  Schrift  bildet. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  erwähnte  Mittheilung  aus  dem  Jahre 
1865  ergeben  sich  die  auf  S.  32  angegebenen  Ausdrücke  für  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  zu  betrachtenden  speciellen  Mi- 
nimalfläche unmittelbar  aus  den  von  Herrn  "Weierstrass  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie ,  Jahrgang  1866  S.  619 ,  ge- 
gebenen Formeln  (D),  wenn  die  in  diesen  Formeln  mit  i^{s)  bezeich- 
nete Function  durch  die  Gleichung 


Vl-14s*+s' 

bestimmt  wird,     (Vergl.  auch  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie, 
Jahrgang  1867  S.  511"  u.  512.) 

*)  Siehe  S.  1—5  dieses  Bandes. 


2JQ  Bestimmung  einer  sperielien  Minimalflächc.     Anbang. 

Dieser  Weg  ist  jedoch  in  der  der  Königliclieii  Akademie  vorge- 
legten AWiandlung  nicht  eingeschlagen  worden ,  vielmehr  sind  alle  in 
derselben  enthaltenen  Entwickelungen  von  dem  jener  Mittheilung  zu 
Grunde  liegenden  Gedankengange  völlig  unabhängig  durchgeführt. 

Es  folgen  nun  hier  einige  Anmerkungen  und  Zusätze,  welche  sich 
auf  einzelne  Stellen  theils  der  Hauptabhandlung,  theils  des  Nachtrages 
zu  derselbe»  beziehen. 

Zu  S.  8. 
')  Diese  Annahme  wird  durch  den  Satz  auf  S.  24  nachträglich 
gerechtfertigt.  Zu  folgendem  Schlüsse  hingegen :  „Durch  die  Sym- 
metrie -  Ebene  der  Begrenzungslinie  wird  auch  die  Minimalfläche  in 
zwei  symmetrische  Hälften  getheilt,  da  die  beiden  Theile  wieder  Mi- 
nimalflächen mit  symmetrischen  Begrenzungen  sind  und  zu  jeder  Be- 
grenzung nur  eine  Minimalfläche  gehört^^  —  (vergl.  „lieber  die  Mi- 
nimalfläche ,  deren  Begrenzung  von  einem  doppeltgleichschenkligen 
räumlichen  Viereck  gebildet  wird".  Eine  von  der  philosophischen 
Fakultät  der  Georgia  Augusta  am  4.  Juni  1867  gekrönte  Preisschrift. 
,Von  Arthur  Schondorf  f.  Göttingen  1868.  S.  8)  —  ist  zu  be- 
merken, dass  die  Behauptung  „zu  jeder  Begrenzung  gehört  nur  eine 
Minimalfläche"  nicht  allgemein  richtig  ist.  (Vergl.  Sitzungsberichte 
der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  1869.  S.  12.)  —  Die  ge- 
nannte Preisschrift  des  Herrn  Schondorff  beschäftigt  sich  unter 
Benutzung  der  Resultate  R  i  e  m  a  n  n' s  mit  der  Lösung  derselben  Auf- 
gabe, welche  auch  in  einem  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung 
(S.  8 — 25)  Gegenstand  der  Untersuchung  ist. 

Zu  S.  12. 

^)  Eine  weitere  Ausführung  dieses  Schlusses  enthält  der  Aufsatz 
des  Verfassers:  „lieber  einige  Abbildungsaufgaben".  Borchardt's 
Journal  Bd.  70.  S.  106  u.  107.  *) 

Zu  S.  13. 
^)  Vergl.  in  dem  in  der  Anmerkung  ^)  erwähnten  Aufsatze  S.  116 
und  die  Berichtigung  zu  dieser.  Stelle:    Borchardt's   Journal  Bd.  71. 
S.  IV. 

Zu  S.  14. 
*)  Aehnliche  Formeln  hat  Herr  Enneper  gegeben:    Schlömilch's 
Zeitschrift  1864.  Bd.  9.  S.  107. 


*)  Abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Zu  S.  16. 

^)  Es  gilt  überhaupt  der  Satz:  Jede  auf  einem  Stücke 
einer  Minimalfläche  liegende  Grerade  ist  eine  Symme- 
trieaxe  der  Minimalfläche,  welche  durch  analytische 
Fortsetzung  dieses  Stückes  entsteht.  Der  Beweis  dieses 
Satzes  kann  mit  Hülfe  der  Schlussweise  geführt  werden,  auf  welche 
in  Anmerkung  ^)  hingewiesen  ist. 

Zu  S.  19. 

^  Vergl.  Artikel  8  der  oben  erwähnten  Abhandlung  Riemann's. 
Zu  S.  19. 

')  Die  auf  S.  18  und  hier  gemachten  Annahmen  und  Voraus- 
setzungen werden  durch  den  Satz  auf  S.  24  nachträglich  gerechtfertigt. 
Es  kann  übrigens  auch  von  vornherein  bewiesen  werden ,  dass  eine 
Minimalfläche  unter  gewissen  Voraussetzungen  in  der  Nähe  einer  von 
zwei  geradlinigen  Strecken  gebildeten  Ecke  keine  andere  Beschaffen- 
heit haben  kann  als  eine  solche ,  welche  durch  Entwickelungen  von 
der  angegebenen  Form  analytisch  ausgedrückt  wird,  sowie,  dass  die 
für  die  Functionen  0(u)  und  F{u)  angegebenen  Bestimmungen  nicht 
nur  die  einfachsten ,  sondern  zugleich  die  einzigen  sind ,  welche  im 
vorliegenden  Falle  mit  den  anderweitigen  Forderungen  der  Aufgabe 
sich  im  Einklänge  befinden.  Hiermit  hängt  auch  der  Beweis  des 
Satzes  zusammen,  dass  durch  ein  von  vier  geraden  Strecken 
gebildetes  räumliches  Vierseit  nur  eine  einzige  Mini- 
malfläche gelegt  werden  kann,  welche  von  demselben 
vollständig  begrenzt  wird  und  in  ihrem  Innern  von 
singulären  Stellen  frei  ist. 

Auf  die  Beweise  dieser  Sätze ,  welche  auch  zu  dem  von  Herrn 
Weierstrass  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahr- 
gang 1866  S.  856  veröffentlichten  Satze  führen,  gedenke  ich  bei 
einer  andern  Gelegenheit  zurückzukommen. 

Zu  S.  23. 

*)  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  diese  Entwickelung 
für  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Einheit  nicht  überschreiten- 
den "Werthe  von  v  unbedingt  convergent  und  stellt  für  diese  Werthe 
von  V  einen  Zweig  der  Function  s  analytisch  dar.  ^Der  Beweis  der 
Convergenz  kann  mittelst  derselben  Schlussweise  geführt  werden, 
welche  Herr  Weierstrass  zum  Beweise  des  im  ölten  Bande  des 
CreUe-Borchardt'schen  Journals  auf  den  Seiten  43  und  44  angegebenen 
Lehrsatzes  in  seinen  Vorlesungen  anzuwenden  pflegt. 
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Es  ist  (vergl.  S.  20) 
,T./     X      ^'i     äs     ^fd.     ds\       ^,.         ^-8\^^l-^l    ^  ,d\-8] 

^;^^cl;  ^„  =  2{l-8l)n  +  ^[A-4.8l  + 8l-d\]  = 

+  \{a,-\-a,){-a,+2a,+tt,)+{tt,+  2a,-a,). 

Also  ist  -4„  für  jeden  positiven  "Werth  von  n,  n  =  0  einschliesslich, 
positiv  (s.  S.  23). 
Setzt  man  nun 

d   ,      ds  8.  —  1  ,        3 ,        5 , 

dv     ^  dv  V  1.23 

so  erhält  man  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 

«1—  2_^^'     "2—    4_^^  ,    «3—    e_^^   »••• 

allgemein :  es  sind  die  gesuchten  Coef&cienten  a  ganze  Functionen 
der  gegebenen  Coefficienten  A  mit  positiven  Zahlencoefficienten ; 
sie  sind  demnach  eindeutig  bestimmt  und  haben  sämmtlich  positive 
Werthe.  Es  handelt  sich  nun  darum,  nachzuweisen,  dass  die  so  für 
die  Grösse  r  erhaltene  Reihe  convergirt,  wenn  v^  <!  ist. 
Man  setze  zur  Vergleichung 

r*  =  ii:zi  +2-t:-^l^  =  -  ^-^  +  a>  +  ay+  ay+  •  •  • ,      . 

V  1  —  V  V 

so  ist  al  =  2(1— d)  und 

*:*_i.*^  =    1-^^    ,  2(l-d')       2{l-8){l-d~d,)   _ 
dv       ''  2v'    "^  (1-«;'')'  "^  i-v' 

=  ^^+Äl  +  A'y+A'y+--.+Ay^+---; 

also  ist 

AI  =  2(l-d')n+4-^d-2d,-h2dd,', 

A'-Ä„  =  2idl-d')n  +  i\[{2-d,y-8l]  +  4[dl  +  d,8-28]\. 

Nun  ist  [(2-dJ-8l]  positiv,    weil  2-d^>l,    d,<l  und  Ö  kann  so 
klein  angenommen  werden,    dass  d^  +  d^d  — 2d  positiv  ist,  wozu  bloss 
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nötliig  ist  d  <z  »    '      zu  nehmen.    Dann  ist  Ä'^  beständig  grösser  als 

Ä„  und  daher  auch  al  für  jeden  Werth  von  n  grösser  als  a„ ;  d.  h.  es 

ist   a„<:2(l— d)   und    die  für  r   gefundene   Reihe    convergirt,    wenn 

ds 
v^<:l.     Hieraus  ergibt  sich,    dass   die  Grösse  -^  eine  Entwickelung 

von    der   Form    C- dy^-\l+by+b^v*-] )    besitzt,   in   welcher   die 

Coefficienten  b^,  b^-  •  •  sämmtlich  positiv  und  beziehlich  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von 

Durch  Integration  der  beiden  Reihen   für  -=—  und  -^ —   ergibt  sich, 

dass  die  Grlieder  der  Reihe  für  s  sämmtlich  beziehlich  kleinere  Coeffi- 
cienten haben  als  die  entsprechenden  Grlieder  der  Reihe  für  s*.  Da 
nun  die  Reihe  für  s*  einschliesslich  für  v  =  +1  unbedingt  convergirt, 
so  convergirt  auch  die  Reihe  für  s  einschliesslich  für  diesen  "Werth. 

Zu  S.  27. 
^)  Der  Beweis   dieses  Satzes  ist  dem  in   der  Anmerkung  ^)   an- 
gegebenen  ganz   analog.     Die  Coefficienten  c'   sind  beziehlich  kleiner 
als  die  entsprechenden  Coefficienten  der  Entwickelung  von 

GAu 


£ 


Zu  S.  31. 

*°)  Denn  für  jeden  im  Innern  des  durch  die  Punkte  w  =  ±  1, 
M  =  ±i  gelegten  Kreises  besitzt  die  Function  %{s')  als  Function  der 
Variablen  u  den  Charakter  einer  ganzen  Function,  und  nimmt,  da  sie 
eine  rationale  Function  von  6^  mit  reellen  Zahlencoefficienten  ist,  auf 
der  Peripherie  dieses  Kreises  nur  reelle  Werthe  an.  Es  ist  daher 
möglich,  den  Bereich  des  Argumentes  u  über  das  Innere  des  erwähnten 
Kreises  hinaus  auf  das  Aeussere  desselben  auszudehnen  und  zwar 
so,  dass  je  zwei  Werthen  von  w,  m' =  Q-e'*'%  u"  =  Q~^-e^*  conjugirte 
"Werthe  der  Function  entsprechen. 

Zu  S.  35. 

^^)  Das  Bestehen  oder  Nichtbestehen  einer  solchen  Gleichung  gibt 
überhaupt  die  Entscheidung  über  die  Möglichkeit  oder  Nichtmöglich- 
keit,  die  von  der  Quadi-atwurzel  aus  R{x)  abhängenden  hyperellipti- 
schen Integrale  durch  eine  Substitution  zweiten  Grades  auf  elliptische 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlungen.  I.  8 
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zurückzufüliren.     S.  eine  Abhandlung  des  Herrn  Königsberger  in 
Borchardt's  Journal  Bd.  67.  S.  72,  73  u.  77. 

Zu  S.  49. 
^^)  Die    conforme  Abbildung   der   Ebene   der  complexen  Grösse  s 

durch  die  Integralfunction  /    2s  ^  (s)  ds  zeigt  Fig.  48,  in  welcher  auch 
diejenigen  Linien,  welche  den  in  Fig.  49  dargestellten  Kreisbogen  ent- 

Fig.  48. 


^fc~9 


7^ 


\ 


Fig.  49.  (Fig.  7.  auf  £.  40.) 
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sprechen,  ersichtlich  sind.  Das  auf  geradem  Wege  von  0  bis 
{\ß-l)sji  erstreckte  Integral /2s  ^(s)ds  hat  den  Werth  i- 0,1616  •••, 
alle  Punkte  m(o  +  wo',  wo  m  und  n  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen  bedeuten ,  sind  Windungspunkte  erster  Ordnung  für  die  die 
Werthe  des  Integrales  geometrisch  darstellende  Fläche.  Aus  den  auf 
den  Seiten  36  und  37  angegebenen  Beziehungen  ergibt  sich,  dass  die 
durch  die  Integrale 

f\J':ri(i-is')^{s)ds    und    f\/i(l+is')%{s)ds 

'  0  0 

vermittelten  conformen  Abbildungen  der  Ebene  der  complexen  Grösse 
s  ebenfalls  durch  die  Figur  48  dargestellt  werden  können,  wobei  dann 
aber  das  punktweise  Entsprechen  zwischen  den  Figuren  48  und  49 
natürlich  ein  anderes  ist.     Siehe  Fig.  50. 

Die  Figuren  61  ab  c  zeigen  die  conformen  Abbildungen  des  achten 

Fig.  60. 


Pig  61«. 


Fig.  51 


Fig.  61  c. 


Theiles  des  Kreisbogenvierecks  ah  cd  in  Fig.  5  S.  27  durch  die  drei 
Integrale 

f2s^{s)ds,    /V^(l_is»)f5(6-)t?s,    f\/i{l+is')%{s)ds. 

'o  'o  0 

Hierbei  ergibt  sich,  dass  die  Summe  dieser  drei  (in  den  Figuren 
schraffirten)  Flächenräume  genau  gleich  ist  der  Fläche  eines  Recht- 
eckes, dessen  Seiten  ^  o  und  —  ^  ca'i  sind.  Von  diesem  Ergebniss  wird 
in  der  Anmerkung  ^')  Anwendung  gemacht. 

8* 
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Zu  S.  49. 
^^)  Die  nahe  Uebereinstimmung  der  äusseren  Gestalt  beider 
Flächenstücke  zeigt  sich  auch  bei  der  Vergleichung  des  Flächeninhalts 
derselben,  dessen  Bestimmung,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  sowohl 
für  das  betrachtete  Stück  M'  des  hyperbolischen  Paraboloides  als 
auch  für  das  von  demselben  Vierseit  begrenzte  Stück  M  der  Minimal- 
fläche wirklich  ausführbar  ist.  Hierbei  ergibt  sich  (vgl.  den  Inhalt 
der  Anmerkung  ^'),  dass  der  Flächeninhalt  von  M'  in  der  That  grösser 
ist  als  der  Flächeninhalt  von  M,  ein  Resultat,  welches  freilich  vorher 
zu  erwarten  war,  —  dass  indessen  der  Unterschied  beider  sehr  ge- 
ring ist,  da  derselbe  nur  etwa  ^^  des  Flächeninhalts  von  M  beträgt.  — 
In  der  erwähnten  Anmerkung  sind  beide  Flächenstücke  auch  noch  in 
einer  andern  Hinsicht  mit  einander  verglichen. 

Zu  S.  58. 
'*)  Die  Bestimmung  eines  vollständigen  Systemes  zusammenge- 
höriger Perioden  für  die  drei  Coordinaten  x ,  y ,  j3  lässt  sich  dadurch 
sehr  erheblich  abkürzen ,  dass  die  2()  -1- 1  =  7fach  zusammenhängende 
E-ie  mann  sehe  Fläche,  welche  die  Verzweigung  der  Quadratwurzel 
Vi— 14s*+s^  geometrisch  darstellt,  durch  2q  =  ß  Querschnitte  in 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerschnitten  wird  und  die 
Periodicitätsmoduln  an  diesen  Querschnitten  aufgesucht  werden.  Es 
mögen  die  Querschnitte  a^,  b^;  a^,  b^;  «j,  b^  sowie  die  dieselben  verbin- 
denden Schnittlinien  c   so    gewählt  werden ,    wie   es  Figur  52    angibt. 

Fig.  52. 


Dann  ergeben  sich  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrales 
J  \/l-14s'+s"         '     .     ^ 
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an  den  Querschnitten     a,     a^     a^      h^        h^        b^ 

beziehlich  gleich  0      0    4«    —  2aj  —  2aj  +2«'. 

Nun   gehen  beim  Uebergange   von   s  in  s'  und   s"   die  Indices  12  3 

cyclisch   über   in  2  3  1  und  3  12,    es    ergibt    sich    daher   folgendes 

System 


«1 

1             «3 

»3 

\ 

K 

\ 

X 

4cj 

0 

0 

+  2«' 

-2« 

-2« 

y 

0 

4« 

0 

-2a) 

+  2(o' 

-2(0 

z 

0 

0 

4« 

-2» 

-2(0 

+  2o' 

Dasselbe  System  ergibt  sich  für  die  auf  die  Variable  5,  sich  bezie- 
henden Integrale ,  nur  sind  bezüglich  der  Querschnitte  Oj ,  ttj ,  ftj ,  h^ 
die  Indices  1  und  2  mit  einander  zu  vertauschen;  hingegen  ergibt 
sich  genau  dasselbe  System,  wenn  statt  der  Variablen  s^  eine  andere 
complexe  Variable  s'  eingeführt  wird,  die  mit  derselben  durch  die 
Grleichung  5^-  s'  =  —1  verbunden  ist.  Vergl.  die  Mittheilung  des  Herrn 
Weierstrass  in  den  Monatsberichten  1867  S.  511 — 518. 

Die  durch  das  Integral  j^s%{s)äs  vermittelte  conforme  Abl^il- 
dung  der  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelten R  i  e  m  a  n  n  sehen  Fläche,  welche  die  Verzweigung  von  fj  (s) 
darstellt,  zeigt  Fig.  53.     Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  zu  diesem 

Fig.  58. 


Zwecke  getroffene  Wahl  des  Querschnittnetzes  aus  Fig.  52  entnommen 
werden  kann,  wenn  man  sich  in  dieser  Figur  folgende  Veränderungen 
vorgenommen  denkt.  Den  Querschnitt  a^  lasse  man  in  eine  gerade 
Linie,  die  Querschnitte  a^  und  a^  in  die  betreffenden  Kreisbogen  über- 
gehen ;  zu  den  Querschnitten  h^  und  h^  wähle  man  die  durch  den  Null- 
punkt gehenden  die  Axe  des  Reellen  unter  45"  schneidenden  Geraden, 
zu  dem  Quersclmittc  ^3  den  Einheitskreis,  und  lasse  endlich    auch  die 
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Schnittlinie  c^  auf  den  Einheitskreis  rücken.  Die  Theile  der  Ebene 
des  Integrals,  welclie  in  der  Figur  53  schraffirt  sind,  entsprechen  dem 
oberen,  die  nicht  schrafRrten  dem  unteren  Blatte  der  Riemann- 
schen  Fläche.  Vergl.  E,  i  e  m  a  n  n :  Theorie  der  Abel  sehen  Functionen. 
Borchardt's  Journal  Bd.  54.  S.  143. 

Zu  S.  76. 
***)  Einer  Mittheilung  von  befreundeter  Seite  verdanke  ich  fol- 
gende genauere  Formulirung  dieses  Satzes :  „Werden  den  G-rössen 
A,  iL,  V  nur  reelle  "Werthe  beigelegt  und  wird  zugleich  die  Veränder- 
liche t  der  Bedingung  unterworfen ,  bei  der  Integration  nur  reelle 
Werthe  zu  durchlaufen ,  wobei  derselben  jedoch  der  XJebergang  vom 
Negativen  zum  Positiven  durch  den  Unendlichkeitspunkt  in  der  einen 
und  in  der  andern  Richtung  gestattet  ist,  so  stellen  die  angegebenen 
Grieichungen  alle  reellen  Punkte  der  Fläche  dar." 

Zu  S.  82. 
^^)  Man  vergleiche  die  „Notiz  über  die  algebraischen  Minimums- 
flächen"   von   Herrn   Geiser,    Mathematische   Annalen    von   Clebsch 
und  Neumann  Band  3.  S.  530—634.  (1871.) 

Zu  S.  86. 
")  Hinsichtlich  der  elliptischen  Function  pu  vergleiche  man : 
W.    Biermann:    Problemata    quaedam    mechanica   functionum 

elUpticarum  ope  solufa.    Diss.  inaug.    Berlin  1865. 
H.   F.   Müller:    De   transformatione    functionum    elUpticarum. 

Biss.  inaug.    Berlin  1867. 
C.  Schwering:    De   linea   brevissima   in   elliptica  paraholoide 

Sita.    Diss.  inaug.    Berlin  1869. 
L.  Kiepert:  De  curvis  quarum  arcus  integralibus  ellipticis  primi 
generis  exprimuntur.    Diss.  inaug.    Berlin  1870. 
Zu  S.  88. 
")  Nach   bekannten  Formeln   über  Transformation   zweiter    Ord- 
nung (siehe  H  e  r  m  i  t  e :  Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.     Comptes 
rendus  1863,  Tome  LVn.  p.  617)  ist 

2V^  1  (l-l-Ä)sinamiC 

1-f^J  l-f-Ä^  sin^ama; 

Im  .  7\        2\Jk  1         cos  am a?  •  A  am  a; 
L^        ^    '    l-f-ÄJ  l+ksm'amx 

„.  ^               ,          f/i  ■  7\        2V/^  1             1        cos  am  a;  •  A  am aj 
also  cotgam   (l-fÄ;)^;,  tt^    =  TT^ '- • 

Wird  hierin  k  =  ^  gesetzt,  so  erhält  man  die  Formel  im  Text. 


[{1+k): 
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Zu  S.  88. 
'^)  Diese  für  numerisclie  Rechnungen  sehr  brauchbare  Formel  für 
den  Werth  des  Jacobischen  q 

h  =  {q)  =  i>l  +  2aA)»+15aA)«+150(i>l)"+... 

-^ 4/^ 

wenn  A  die  Grrösse  —-  bezeichnet,   hat  Herr  Weierstrass   in 

1+  \lh' 
seinen  Vorlesungen   seit  1862  mitgetheilt.     Man   findet  dieselbe  auch 
in  dem  Werke  des  Herrn  Schellbach:    Die  Lehre  von  den  ellipti- 
schen Integralen  und  Theta  -  Functionen.     Berlin.    1864.   S.  60. 

Zu  S.  90. 

^°)  Nach  einem  Satze  des  Herrn  Ossian  Bonnet  gibt  es  zu 
jeder  Minimalfläche  eine  andere,  welche  eine  Biegungsfläche  derselben 
ist,  während  gleichzeitig  den  Krümmungslinien  der  einen  Fläche  die 
Asymptoteiilinien  der  andern  entsprechen  und  umgekehrt.  In  einer 
solchen  Beziehung  stehen  die  beiden  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
betrachteten  speciellen  Minimalflächen  zu  einander.  Der  Uebergang 
von  den  Coordinaten  x,  y,  z  zu  den  Coordinaten  x^^  y^,  z^  kann  auch 
dadurch  geschehen ,  dass  an  die  Stelle  von  ^  (s)  in  den  Formeln  des 
Herrn  Weierstrass  (Monatsberichte  1866  S.  619)  — »^(s)  gesetzt 
wird.  Diese  Substitution  ist  ein  specieUer  Fall  derjenigen,  bei  welcher 
e"»f5(5)  an  die  Stelle  von  %{s)  tritt.  Es  ergibt  sich  hierbei  eine  zweite 
Minimalfläche,  welche  eine  Biegungsfläche  der  ersten  ist,  da  bei  dieser 
Substitution  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Fläche  ungeän- 
dert  bleibt. 

Beide  Flächen  haben  in  entsprechenden  Punkten  parallele  Nor- 
malen. Die  den  früheren  Krümmungslinien  entsprechenden  Curven 
sind  isogonale  Trajectorien  der  neuen  Krümmungslinien  und  zwar 
schneiden  sich  die  Curven  unter  dem  Winkel  ^a.  Die  reelle  Grrösse 
a  kann  als  ein  variabler  Parameter  aufgefasst  werden :  E  s  i  s  t  d  a- 
her  möglich,  mit  Ausnahme  der  Ebene,  jede  Minimal- 
fläche auf  stetige  Weise  so  zubiegen,  dass  sie  während 
de  r  Biegung  Minimalfläche  bleibt,  und  zwar  beschreibt 
jeder  Punkt  während  der  Biegung  eine  Ellipse,  wenn 
ein  Punkt  der  Fläche  festgehalten  wird.  Dieser  festgehal- 
tene Punkt  ist  der  Mittelpunkt  aller  von  den  verschiedenen  Punkten 
wahrend  der  Biegung  beschriebenen  Ellipsen.  Man  kann  auch  zeigen, 
dass   diese  Biegung   der  Minimalflächen   die   einzige  ist ,   bei  welcher 


120  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.    Anhang. 

dieselben  Minimalflächen  bleiben.  Gute  Dienste  leistet  bei  der  Be- 
trachtung dieser  Biegungen  diejenige  conforme  Abildung  der  Minimal- 
flächen auf  eine  Ebene,  bei  welcher  den  Krümmungslinien  zwei  Sy- 
steme orthogonal  sich  schneidender  Parallellinien  entsprechen.  Den 
Satz ,  dass  auf  einer  Minimalfläche  die  beiden  Schaaren  Krümmungs- 
linien ein  zweifaches  System  isometrischer  Linien  büden ,  verdankt 
man  ebenfalls  Herrn  Ossian  Bonnet. 

Es  ist  auch  möglich ,  aus  einer  Minimalfläche  und  einer  einzigen 
solchen  Biegung  derselben ,  welche ,  ohne  derselben  congruent  oder 
symmetrisch  zu  sein,  wieder  eine  Minimalfläche  ist,  durch  eine  ein- 
fache geometrische  Construction  alle  anderen  Biegungsflächen  zusam- 
menzusetzen, welche  wieder  Minimalflächen  sind. 

Es  folgt  hier  eine  kurze  Angabe  der  bezüglichen  Literatur. 

E.  Beltrami:  Sülle  proprietä  generali  delle  super ficie  d'  area 
minima.  Mem.  delV  Äccademia  delle  Science  delV  Istituto  di 
Bologna.  Serie  2.  Tom.  VII.  1868. 
0.  Bonnet:  Comptes  renduslSm.  Tome  XXXVIL  p.  532 ; 
Liouville,  Journal  de  mathematiques,  Deuxieme  Serie,  Tome  V. 
1860,  p.  174,  227,  228;  Journal  de  VJ^cole  polytechnique, 
Cahier  42.  (1860).  1867.  p.  7—15. 
E.  Bour:    Journal  de   V£cole  polytechnique,    Cahier  39,  1862, 

p.  97,  114. 
E.  Catalan:     Comptes   rendus    1855.     Tome  XLI.    p.   1019; 

Journal  de  V^cole  p'olytechnique,  Cahier  37,  1858,  p.  130. 
E.   B.   Christoffel:    Borchardt's    Journal,   Bd.  67   S.  218. 

1867. 
A.   Enneper:    Schlömilch's  Zeitschrift,    Bd.  9  S.  107.  1864; 
Nachrichten  von  der  Königl.  Gresellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen  1871.  No.  1.  S.  14—23. 
K.  Peterson:  lieber  Curven  und  Flächen.  (Moskau.  A.  L  a  n  g.) 
Leipzig  1868.    F.  Wagner.     (Deutsche  Bearbeitung  einiger 
vorher  in  russischer  Sprache  veröffentlichten  Abhandlungen.) 
S.  66  und  72. 
J.  Weingarten:  Borchardt's  Journal,  Bd.  62.  S.  164.  1862. 
Zu  S.  91. 
^^)  Zusatz.    Die  oben  erwähnte  Abhandlung  Riemann's  „lieber 
die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung'^  enthält 
in  den  Artikeln  6  und  7   einen   sehr  interessanten  Satz  über  die  Be- 
stimmung des  Flächeninhalts  eines  beliebigen  Theiles  einer  Minimalfläche. 
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Die  Grleichungen 

X  =  X  +  X',     y  =  FrfF',     z  =  Z+Z', 

in  denen  X,  Y .  Z  Functionen  einer  complexen  Variablen  bezeichnen, 
für  welche  dX'^-\-dY^-{-dZ^  identisch  den  Werth  Null  hat,  und  in  denen 
X',  Y\  Z'  die  zu  X,  F,  Z  conjugirten  Grössen  bezeichnen,  stellen 
eine  Minimalfläche  dar.     (Vergl.  Monatsberichte  1866  S.  614 : 

f{u)  =  2X,    g{u)  =  2Y,     h{u)  =  2Z.) 

Die  Functionen  X,  Y,  Z  vermitteln  drei  conforme  Abbildungen  dieser 
Fläche.     Nun  ergibt  sich  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Fläche 

dx'^dy^^äz'  =  2{dX'dX'+dY-dY'+dZ-dZ'), 

dasselbe  ist  also  doppelt  so  gross  als  die  Summe  der  Quadrate  der 
entsprechenden  Linienelemente  in  den  Ebenen  der  drei  Grrössen 
X,  Y,  Z.  „Da  die  Linearvergrösserung  bei  der  Abbildung  in  irgend 
einem  Punkte  nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist ,  so  erhält  man  die 
Flächenvergrösserung  gleich  dem  Quadrat  der  Linearvergrösserung". 
„Daher  ist  auch  das  Flächenelement  in  der  Minimalfläche  gleich  der 
doppelten  Summe  der  entsprechenden  Flächenelemente  in  jenen  Ebenen. 
Dasselbe  gilt  von  der  ganzen  Fläche  und  ihren  Abbildungen  in  den 
Ebenen  der  X,   Y,  Z." 

Wird  dieser  Rie mann  sehe  Satz  auf  die  untersuchte  Minimal- 
fläche angewendet,  indem 

X=f2s^{s)ds,    Y  =  f\/~i(l-is')^{s)ds,  Z  =  f\JI{l+is')%{s)ds 

0  0  0 

gesetzt  und  die  Variable  s  auf  das  Innere  des  achten  Theiles  des 
Kreisbogenvierecks  ab  cd  beschränkt  wird,  wie  in  der  Anmerkung  **), 
so  ergibt  sich  als  Summe  der  Flächenräume  in  den  Ebenen  X,  Y,  Z 

—  ^(o  (o'i. 

Das  Doppelte  hiervon  beträgt  —  ^  cj  o'i ;  der  dem  Kreisbogenvierecke 
ah  cd  entsprechende  Theil  M  der  Minimalfläche  hat  einen  achtmal  so 
grossen  Lihalt  (— 4o(o'i):  Der  Flächeninhalt  von  ilfist  also 
genau  ebensogross  wie  derjenige  eines  Periodenparal- 
lelogramms der  Function  pu. 

Diese  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  von  M  gestattet  nun  eine 
Vergleichung  mit  dem  Flächeninhalt  des  zwischen  denselben  Grenzen 
enthaltenen  Theiles  M'  des  hyperbolischen  Paraboloides  oj  •  /  =  x'-  y'. 
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Der  Flächeninhalt   dieses  Theiles  des  Paraboloides    wird  ausgedrückt 
durch  das  Doppelintegral 

4(0'  r  f  Sll+^+fdxdy  =  4(o'-[^\ld  +  iln{2  +  \JS)-^^^n] 

=  4(ö^.  1,28079  ■ 
dagegen  hat   das  betrachtete   Stück   M  der  Minimal- 
fläche den  Inhalt  -^co'ti  =  4«^- 1,27926 


Der  Unterschied  beträgt  also        40"- 0,00153 
oder  weniger  als  ^  des  Inhalts  der  verglichenen  Flächentheile. 

Die  Kleinheit  dieses  Unterschiedes  fordert  dazu  auf,  die  Grösse 
der  Abweichung  des  betrachteten  Stückes  der  Minimalfläche  von  dem 
Paraboloid  auch  noch  in  anderer  Hinsicht  zu  untersuchen.  Zu  diesem 
Zwecke  wurden  in  die  gefundene  Grleichung  der  Minimalfläche  die 
Werthe  x  ^  ^co,  y  =  ^co  eingesetzt  und  mit  Hülfe  derselben  wurde 
ein  zugehörender  Werth  —^^  von  ^  berechnet.  Bei  der  Substitution 
nu  =  4:03V  ist  mit  hinreichender  Näherung,  vergl.  S.  88  und  Jacobi, 
Fundamenta  p.  184, 

A      ,2    cos  dv  \ 
(l+2fecos2i;  +  2A^cos4^)    V  "^     '  coäv  J 
W  —  cotg  V  •  ^^—2/,  cos  2v  +  2h'  cos  4v)  '  f^      , ,    sin3;; 


V  sm  V  / 


h  =  0,017972387 
logvulgÄ  =  0,25460576-2 
w  =  -1«,  ?;  =  arc(22''30'); 
logvulgA(^(a)  =  0,4052541;  logvulgA(^J  =  0,1666935. 

Hieraus  hat  sich  ergeben 

^;„  =  arc(34°56'20;'l)    und    ^„  =  «-0,77642. 

Es  sind  also  angenähert 

a;  =  ^K>,  ^  =  |co,  ^  =  — (0-0,77642 

die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Minimalfläche;  bei  dem  Para- 
boloid entspricht  denselben  Werthen  von  x  und  y  der  Werth 
^  ==  —0-0,75.  Der    Unterschied    beider  Ordinaten    beträgt    also 

ca- 0,02642;    es    beträgt   also  an    dieser  Stelle  der  parallel  der 
■s^-Axe  gemessene  Abstand  beider  Flächen  nur  wenig  mehr  als  -^^-Gi. 

Grrösser   zeigt   sich   der  Unterschied  in  den  Werthen  der  Haupt- 
krümmungsradien.-    Beiden   Flächen   ist  .der  Punkt  a;  =  oj,  y  =  w, 
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^  =  —  03  gemeinsam;  der  Hauptkrümmungsradius  der  Minimalfläche 
in  diesem  Punkte  kat  die  Länge  1  (vergl.  S.  49) ,  derjenige  des  hy- 
perboliscken  Paraboloides  hingegen  hat  in  demselben  Punkte  die  Länge 
cj  =  0,863. 

Zu  S.  92. 

^*)  J.  Plateau:  Recherches  experimentales  et  theoriques  sur  les 
figures  d'equilibre  d'ime  masse  liquide  sans  pesanteur.  Septieme  Serie. 
§.  44.  Memoires  de  VAcademie  roydlc  de  Belgique.  Tome  XXXVI. 
(1866).     Poggendorff's  Annalen  Band  CXXX.  S.  275. 

Zu  S.  96. 

23)  Das  in  Fig.  24  (S.  96)  abgebildete  Gestell  ist  auch  von  Herrn 
Plateau  {Recherches  experimentales  etc.  Bixieme  Serie.  §.  43.  Me- 
moires de  VAcademie  royale  de  Belgique.  Tome  XXXVII.  [1868])  be- 
schrieben und  abgebildet  worden.  Es  darf  jedoch  aus  dem  von  Herrn 
Plateau  beschriebenen  physikalischen  Vorgange  nicht  geschlossen 
werden,  dass,  wenn  die  Höhe  jenes  quadratischen  Prismas  beträchtlich 
grösser  ist  als  die  Seite  der  Grundfläche,  durch  jenes  Achtseit  mehr 
als  ein  einfach  zusammenhängendes  von  demselben  vollständig  be- 
grenztes, im  Innern  von  singulären  Stellen  freies  Minimalflächenstück 
gelegt  werden  kann ,  für  welches  die  beiden  Symmetrie  -  Ebenen  des 
Achtseits  ebenfalls  Symmetrie-Ebenen  sind ;  denn  eine  genauere  Unter- 
suchung führt  zu  dem  Resultate,  dass  durch  ein  solches  Achtseit  nur 
ein  einziges  Minimalflächenstück  gelegt  werden  kann,  welches  die  an- 
gegebenen Eigenschaften  besitzt.  Dieses  Minimalflächenstück  enthält 
auch  den  Mittelpunkt  des  quadratischen  Prismas.  Die  Nichtüberein- 
stimmung des  Ergebnisses  des  Experimentes  mit  diesem  rein  mathe- 
matischen Satze  ist  dadurch  zu  erklären,  dass  in  dem  angegebenen 
Falle  geringe  Abweichungen  der  Begrenzungslinie  von  der  mathema- 
tisch definirten  Gestalt  sehr  beträchtliche  Aenderungen  der  Gestalt 
des  durch  die  Begrenzung  bestimmten  Minimalflächenstückes  zur  Folge 
haben  können,  während  andererseits  diese  Veränderlichkeit  der  Grenze 
bei  dem  Experimente  ihre  Erklärung  darin  findet,  dass  genau  genom- 
men der  Draht,  aus  welchem  das  Gestell  gebildet  ist,  eine  endliche 
Dicke  hat  und  also  eigentlich  nur  die  röhrenförmige  Oberfläche  der 
am  Drahte  adhärirenden  und  denselben  mantelartig  umgebenden 
Flüssigkeitsschicht  in  Betracht  zu  ziehen  ist. 

Zu  S.  96. 

^*)  Scherk:  Acta  societatis  Jablonovianae.  Vol.  IV.  p.  205.  1832. 
Crelle's  Journal  Bd.  13.  S.  185.     J.  Plateau:    Recherches  exphimen- 
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tales  etc.  Bixieme  Serie:  Resultats  ohtenus  par  les  geometres,  et  verifica- 
tions  experitnentales.     §.  40. 

Zu  S.  99. 
")  Lindelöf  et  Moigno:    Legons   sur   le   calcul   des  variations. 
Paris  1861.  No.  102—105. 

Zu  S.  101. 
2^)  Man  vergleiche  den  Inhalt  der  Anmerkung  ^^).     Setzt  man  in 
den  Formeln    ( D )    des   Herrn  Weierstrass    (Monatsberichte  1866 
S.  619)  statt  %{s)  2e"'s-^  so  ergibt  sich: 

x  +  yi  ==  -2(e«*5  +  e-"V). 
x—yi  =   —  2(e«»5~'4-e-"'5j, 
^    =      2e''Hns-h2e-'''lns„ 

=      2  cos  a  •  In  {ss^ )  +  2i  sin  a  •  In  {ss~^ ), 

Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  durch  Multiplication  und  Division 

x^+y^  =  8cos2a+4(s5j+s~'s7'), 

=V    =    : r  •  SS,    , 

x~yt  e-"*ss,+  e"'       ' 

ferner,  wenn  (ixy+(^yy  =  r%  sin  a  =  a,  cos  cc  =  b  gesetzt  wird 

s-s,=  {\j¥+^' + sj^;^:^^y,  s-'. s7'  =  (\/?T^' - slw-b'y, 

ss,+  l  =  2{\l'f^V^^+\lr^~-b^).\l^r^:^\     ss,+  l    _    ^r^^^' 
ss,-l  =  2(Vi^^N=^+\/r^^=^)-\/^^^^=¥,    ^^i~^  Sjr'-h'  ' 

S'S-'  =  -  ^ ^^^' ~ -^^  +  ^'^ (^^1+1)    oc  +  yi 
^  a{ss^—\)  —  ih{ss^+l)    x—yi' 

iln(s.s:^)  =   ^ - 2  arctg  (-  ■  }lll±^l)  _2  arctg  ^  , 
^^  =  6Z«(VrM^+V^»^^^=r6^)-a-arctgr—  -^(^l^ 

r^  =  (^xy+iiyy. 

Diese  Fläche,  deren  Gleichung  wie  im  Text  erwähnt  zuerst  von  Herrn 
Scherk  gegeben  worden  ist,  stellt  also  nach  dem  Inhalte  von 
Anmerkung  ^")  die  allgemeine  Biegungsfläche  der  auf  S.  100  erwähnten 
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itotationsfläche  der  Kettenlinie  dar ,  unter  der  Bedingung ,  dass  diese 
Biegungsfläclie  wieder  eine  Minimalfläclie  sein  soll. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  Herr  0.  Bonnet  in  seiner  im 
Journal  de  V£cole  polytechnique ,  Cahier  42,  1867  abgedruckten  Preis- 
schrift: Memoire  sur  la  theorie  des  surfaces  applicables  ä  une  surface 
donnee.  (1860)  p.  9—15. 

Auch  in  anderen  der  in  Anmerkung  ^°)  citirten  Abhandlungen  der 
Autoren  Bonnet,  Bour,  Catalan  und  E n n e p e r  werden  diese 
Flächen  untersucht. 

Zu  S.  108. 
^')  Diese  Polyederoberflächen  sind  so  beschaffen ,  dass  sie  drei 
oder  vier  Symmetrie-Ebenen  besitzen  und  so  gewählt,  dass  die  Summe 
der  in  jeder  Ecke  zusammenstossenden  Kantenwinkel  drei  Rechte  be- 
trägt. Die  conforme  und  eindeutige  Abbildung  der  Kugeloberfläche 
auf  die  Oberfläche  dieser  Polyeder  wird  vermittelt  durch  das  Integral 


/ 


ds 


ms) 


Man  vergleiche  hierüber:  Monatsberichte  1865  S.  150*);  1870  S.  791. 
Borchardt's  Journal  Bd.  70  S.  119.**) 

Die  conforme  Abbildung  der  Kugel  und  also  auch  der  Minimal- 
fläche selbst  auf  die  Oberfläche  des  betrefl'enden  Polyeders  ist  hierbei 
eine  solche,  dass  den  Krümmungslinien  der  Minimalflächen  zwei 
Schaaren  von  auf  einander  senkrechten  Greraden  entsprechen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts von  solchen  Theilen  der  in  dem  Nachtrage  betrachteten  Mini- 
malflächen, welche  von  geradlinigen  Strecken  begrenzt  sind,  nach  dem 
in  der  Anmerkung*')  angeführten  Rie  mann  sehen  Satze  ebenfalls 
auf  die  Bestimmung  der  Perioden  von  elliptischen  Integralen  zurück- 
geführt wird. 

*)  S.  2  dieses  Bandes. 
**)  Die  beiden  letzten  Abhandlungen 

üeber  die  Integration  der  partiellen  DiflFerentialgleichung 
^5^  _ 

unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen. 
und 

lieber  einige  Abbildungsaufgaben, 
sind  abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 


Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle 
Minimalflächen. 


Im  Januar  1872  von  Herrn  Kummer  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften '  zu  Berlin 
mitgetheilt.  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  ,  Jahrgang 
1872 ,  Seite  3-27. 

Eine  der  Aufgaben,  welche  Grergonne  bezüglicli  der  Bestimmung 
von  Minimalfläclien  unter  vorgescliriebenen  G-renzbedingungen  im  7ten 
Bande  seiner  Annales  de  Mathematiques  (1816)  gestellt  hat,  ist  folgende : 
Couper  un  cube  en  deux  parties,  de  teile  maniere  que  la  sec- 
tion  vienne  se  terminer  aux  diagonales  inverses  de  deux  faces 
opposees ,  et  que  l'aire  de  cette  section ,  terminee  a  la  surface 
du  cube,  soit  un  minimum? 

Donner,  en  outre,  l'^quation  de  la  courbe  suivant  laquelle  la 
surface  coupante  coupe  chacune  des  autres  faces  de  ce  cube? 
In  demselben  Bande  der  Annales  stellt  Tödönat  in  zwei  Aufsätzen 
eine  Schraubenfläche  als  Lösung  der  angegebenen  Aufgabe  hin,  gleich- 
zeitig äussert  jedoch  bereits  Gergonne  in  verschiedenen  Anmer- 
kungen bezüglich  der  Richtigkeit  dieser  vorgeblichen  Lösung  gewich- 
tige Bedenken,  welche  in  der  Behauptung  gipfeln:  Nichts  beweist, 
dass  die  von  Tödenat  gefundene  Minimalfläche  diejenige  ist,  durch 
welche  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  wird. 

Die  Tödönatsche  Lösung  ist  unrichtig,  weil  dieselbe  eine  der 
bei  dieser  Aufgabe  auftretenden  Grenzbedingungen,  in  deren  Auf- 
stellung sich  a.  a.  0.  eine  Lücke  vorfindet ,  unerfüllt  lässt,  indem  die 
von  der  Variation  der  Grenzen  abhängenden  Glieder  der  ersten  Va- 
riation nicht  gleich  NuU  sind. 

Hiemach  ist  auch  eine  neuerdings  aufgestellte  Behauptung  ;,es 
sei  von   den  Gergonne sehen  Aufgaben  nur    die  einfachste ,    die  auf 


Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle  Minimalflächen.  J27 

die   Schraub enriäche    führe,    von   Tedenat  gelöst  worden",    zu   be- 
richtigen. 

Der  Königlichen  Akademie  beehre  ich  mich,  in  dem  vorliegenden 
Aufsatz  eine  Untersuchung  mitzutheilen ,  aus  welcher  unter  anderem 
hervorgeht,  dass  durch  die  angegebene  Gergonne sehe  Aufgabe  zwei 
(zu  einander  symmetrische)  Minimalflächen  bestimmt  werden,  welche 
den  aus  der  Aufgabestellung  sich  ergebenden  analytischen  Bedin- 
gungen genügen  und  welche  zugleich  specielle  Fälle  derjenigen  Mini- 
malflächen sind ,  die  in  dem  Nachtrage  zu  meiner  im  Jahre  1867  der 
Königlichen  Akademie  vorgelegten  Abhandlung  „Bestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche"*)  betrachtet  werden. 

1. 

Nach  einer  von  Graus s  herrührenden  Formel  (Werke  Bd.  V 
S.  65)  besteht  die  Variation  dS,  welche  der  Flächeninhalt  eines  ein- 
fach zusammenhängenden,  von  einer  in  sich  zurückkehrenden  Linie  L 
begrenzten  Flächenstückes  S  bei  einer  Variation  dieses  Flächenstückes 
erfährt,  im  Allgemeinen  aus  zwei  Theilen.  "Während  der  erste  dieser 
beiden  Theile  ein  über  alle  Elemente  von  S  zu  erstreckendes  Doppel- 
integral ist,  dessen  Element  die  mittlere  Krümmung  der  Fläche  an 
der  betreffenden  Stelle  als  Factor  enthält,  ist  der  zweite  Theil  ein 
über  alle  Elemente  der  Begrenzungslinie  L  zu  erstreckendes  einfaches 
Integral. 

Bezeichnet  dL  die  Länge  eines  Elementes  der  Begrenzungslinie 
L,  p  die  Richtung  der  Tangente  einer  dem  Flächenstücke  S  angehö- 
renden Linie,  welche  von  dem  Elemente  dL  in  das  Innere  von  S  führt 
und  auf  diesem  Elemente  perpendicular  steht,  wobei  die  Richtung  vom 
Rande  aus  nach  innen  als  positiv  angenommen  wird,  bezeichnet  ferner 
Se  die  absolute  Grösse  der  Verschiebung  des  Elementes  dL  und 
dp  =  8e-coä{p,öe)  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Projection  dieser 
Verschiebung  auf  das  Perpendikel  p,  so  ist  der  zweite  Theil  der  Va- 
riation des  Flächeninhalts  des  Stückes  S  das  über  alle  Elemente  dL 
der  Begrenzungslinie  L  zu  erstreckende  Integral 

—Jdp'dL  =  — f  de -cos  {p,  de)- dL. 

SoU  die  Fläche  S  die  Eigenschaft  haben,  innerhalb  vorgeschrie- 
bener Grenzen  einen  möglichst  kleinen  Flächeninhalt  zu  besitzen,    so 


*)  Siehe  S.  92—108  dieses  Bandes. 
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muss  die  erste  Variation  dieses  Flächeninlialts  gleich  Null  sein,  wor- 
aus bekanntlich  geschlossen  wird,  dass  die  mittlere  Krümmung  des 
Flächenstückes  überall  den  Werth  Null  haben  muss. 

Ist  nun  die  Begrenzungslinie  L  des  gesuchten  Flächenstückes  S 
in  allen  ihren  Theilen  gegeben,  so  ist  die  Variation  8e  für  alle  Punkte 
derselben  gleich  Null,  also  ist  auch  für  alle  Punkte  der  Begrenzung 
die  Grösse  8p  ==  8e  -  ao^  {p  ^  de)  gleich  Null,  und  es  liefert  daher  das 
über  die  Begrenzung  von  8  zu  erstreckende  Integral  —fdpdL  in 
diesem  Falle  keinen  Beitrag  zur  Variation  8S.  Wenn  hingegen  die 
Begrenzungslinie  oder  ein  oder  mehrere  Theile  derselben  nicht  selbst 
gegeben  sind,  sondern  an  die  Stelle  derselben  gegebene  Flächen 
treten ,  auf  denen  die  nicht  gegebenen  Theile  der  Begrenzung  L 
liegen  sollen,  beziehungsweise  frei  variiren  können,  während  es  sich 
erst  noch  darum  handelt,  diejenige  Gestalt  der  nicht  gegebenen  Theile 
der  Begrenzungslinie  zu  ermitteln,  für  welche  die  Fläche  S  einen 
möglichst  kleinen  Flächeninhalt  besitzt,  so  tritt  zu  der  Hauptbedin- 
gung, dass  die  mittlere  Krümmung  in  jedem  Punkte  des  Flächen- 
stückes S  gleich  Null  sein  soll,  noch  die  Grenzbedingung  hinzu: 
Ueberall,  wo  die  Begrenzungslinie  nicht  selbst  vorgeschrieben  ist, 
sondern  an  deren  Stelle  eine  gegebene  Fläche  F  tritt ,  auf  welcher 
die  Fläche  S  endigen  soll ,  muss  für  den  Fall  des  Minimums  längs 
der  Endigung  der  Factor  cos(;p,^e)  gleich  Null  sein;  mit  andern 
"Worten:  es  muss  in  allen  Punkten  des  auf  der  Fläche  F  liegenden 
Theiles  der  Begrenzung  von  S  die  Tangentialebene  von  S  mit  der 
Tangentialebene  von  F  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

Die  Grenzbedingungen,  denen  die  Fläche  S  für  den  Fall  des  Mi- 
nimums genügen  muss ,  können  also  folgende  Form  erhalten :  Die 
Fläche  S  soll  „längs  gegebener  Linien  L  endigen^^,  oder  „gegebene 
Flächen  F  rechtwinklig  treffen '^  oder  endlich  „längs  gegebener  Linien 
L  endigen  und  gegebene  Flächen  F.  rechtwinklig  treffen/'^ 

Zu  denjenigen  Aufgaben,  bei  welchen  die  Grenzbedingungen  die 
zuletzt  angegebene  Form  erhalten,  gehört  auch  die  specielle  im  Ein- 
gange erwähnte  Aufgabe  Gergonne's.  Die  Bedingung  des  Recht- 
winkligstehens hat  Ger  gönne,  als  derselbe  die  Aufgabe  stellte,  wohl 
nicht  gekannt,  vermuthlich  weil  zu  jener  Zeit  das  Rechnen  mit  Doppel- 
integralen, wenn  auch  die  Grenzen  derselben  zu  variiren  sind,  nicht 
hinreichend  entwickelt  war;  es  würde  indessen  nicht  schwer  gewesen 
sein,  für  den  speciellen  Fall  der  Gergonne sehen  Aufgabe  die  Grenz- 
bedingung   des    Rechtwinkligstehens    auch    ohne    Zuhülfenahme    der 
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(t  a  II  s  s  ischen  Formel  mit  Hülfe  der  Formel 

Sll+p'+q' 


dffsjl+2f+q'dxdy  =  -jj(^^^^+^)özdxdy-J8z 


herzuleiten ,  weil  es  bei  dieser  Aufgabe  hinreicht ,  nur  solche  Varia- 
tionen ins  Auge  zu  fassen ,  bei  denen  die  veränderlichen  Theile  der 
Begrenzungslinie  in  denselben  •  der  ^-Axe  parallelen  Ebenen  bleiben. 

(Vergl.  Gauss  Werke  Bd.  V  S.  58  Art.  21.) 

Dass  aber  Gergonne  richtig  erkannt  hat,  zu  welcher  Gruppe 
von  Aufgaben  die  in  Rede  stehende  specielle  Aufgabe  gehört,  geht 
daraus  hervor,  dass  derselbe  in  einer  Anmerkung  (Annales  Tome  VII. 
p.  153 )  sich  folgendermassen  ausdrückt :  Le  probleme  general ,  dont 
celui  -  ci  est  un  cas  particulier ,  serait  le  suivant :  Deux  portions  de 
courbes ,  isolees  l'une  de  l'autre ,  se  terminant  de  part  et  d'autre  a 
deux  surfaces  courbes ,  aussi  isolees  l'une  de  l'autre  etant  donnees ; 
faire  passer  par  ces  deux  courbes  une  surface  dont  l'^tendue,  com- 
prise  entre  elles  et  les  deux  surfaces  donnees,  soit  la  moindre 
possible  ? 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden ,  dass  die  Aufgabe ,  eine  einfach 
zusammenhängende  Minimalfläche  zu  bestimmen,  welche  vorgeschrie- 
benen Grenzbedingungen  der  angegebenen  Art  genügt,  nicht  immer 
eine  bestimmte  ist.  Abgesehen  davon,  dass  es  Fälle  gibt,  in  denen 
durch  dieselbe  Begrenzungslinie  mehr  als  eine  einfach  zusammen- 
hängende Minimalfläche  gelegt  werden  kann ,  welche  in  ihrem  Innern 
von  singulären  Stellen  frei  ist,  gibt  es  Fälle,  in  denen  unendlich  viele 
Minimalflächen  allen  Bedingungen  genügen.  Man  braucht  z.  B.  nur 
an  den  Fall  zu  denken,  in  welchem  eine  von  einem  variablen  Para- 
meter abhängende  Schaar  von  Minimalflächen  von  einer  röhrenförmigen 
Fläche,  welche  auf  den  einzelnen  Flächen  der  Schaar  Flächenstücke 
von  endlicher  Ausdehnung  begrenzt,  orthogonal  durchsetzt  wird. 
Denkt  man  sich  nun  diese  Röhrenfläche  gegeben,  so  ist  ersichtlich, 
dass  es  unendlich  viele  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  gibt, 
welche  der  erstbetrachteten  Schaar  angehören  und  welche  demnach 
mit  der  Eigenschaft,  dass  die  mittlere  Krümmung  in  jedem  Punkte 
derselben  den  Werth  Null  hat,  die  Eigenschaft  verbinden,  die  gege- 
bene Fläche  rechtwinklig  zu  treffen,  woraus  sich  übrigens  ergibt,  dass 
alle  diese  Flächenstücke  gleichen  Flächeninhalt  haben. 


Schwarz,  liesammelte  Abhandlungen    1. 
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2. 

Der  einfachste  Fall  der  im  Vorhergelienden  erwähnten  allgemei- 
neren Aufgabe  tritt  offenbar  dann  ein,  wenn  die  Linien  L  gerade 
Linien  und  die  Flächen  i^. Ebenen  sind.  In  diesem  Falle  treten 
folgende  beiden  Sätze  in  Kraft: 

I.    Jede    auf  einem  Stücke   einer  Minimalfläche   liegende    Gerade 
ist  eine  Symmetrieaxe  der  durch  analytische  Fortsetzung  dieses 
Stückes  entstehenden  Minimalfläche. 
IL    Wenn  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  eine  ebene  Curve 
liegt,    längs  welcher   die  Tangentialebene  der  Fläche  und  die 
Ebene    der    Curve    miteinander    einen    rechten    Winkel    ein- 
schliessen,  so  ist  die  Ebene  dieser  Curve  eine  Symmetrie-Ebene 
derjenigen  Minimalfläche,  welche  durch  analytische  Fortsetzung 
dieses  Stückes  entsteht. 
Diese  beiden  Sätze,  auf  welche  ich  gelegentlich  der  Untersuchung 
einer   speciellen  Minimalfläche  (vergl.   Monatsberichte  1865  S.  152)*) 
geführt  worden  bin ,    sind    specielle  Fälle  eines  allgemeineren  Satzes, 
dessen  Kenntniss  ich   einer  gütigen   mündlichen  Mittheilung  des  Hrn. 
Weierstrass  verdanke  und   von   dem  ich  in  der  Folge  eine  wich- 
tige Anwendung  machen  werde. 

Mit  Hülfe  .dieser  Sätze  habe  ich  versucht,    folgende  Aufgabe  zu 
lösen  : 

„Gregeben    ist    eine    zusammenhängende    geschlossene    Kette, 
„deren  Grlieder  von  geradlinigen  Strecken ,    oder  von   Ebenen, 
„oder    von    geradlinigen    Strecken    und    von    Ebenen    gebildet 
„werden;  gesucht  wird  ein  einfach  zusammenhängendes,  in  sel- 
tnem Innern  von  singulären  Stellen  freies  Minimalflächenstück, 
„welches   von   den   geradlinigen   und  von  den  ebenen  Grliedern 
„der  Kette  begrenzt  wird  und  die  letzteren  rechtwinklig  trifft. ^^ 
Die  vorstehende  Aufgabe  ist  für  den  Fall,    dass  die  Grlieder  der 
Kette  nur  von  geradlinigen  Strecken  gebildet  werden,  in  allgemeinster 
Weise  von  Hrn.  Weierstrass   gelöst  worden  (Monatsberichte  1866 
S.  855  u.  856).    Die  Untersuchungen  Riemann's  über  dieselbe  Auf- 
gabe liegen  in  einer  Bearbeitung  des  Hrn.  Hattendorff  vor.  (Abhandl. 
der  Königl.  Gresellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gröttingen  Bd.  13) 

Die  Functionen ,  welche  Hr.  Weierstrass  mit  G {u)  und  H{u) 
bezeichnet  hat,  genügen  auch  in  dem  hier  angegebenen  Falle  einer 


*)  Siehe  S.  1—5  dieses  Bandes. 
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und  derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  u  sind,  übereinstimmend  mit 
dem  von  Hrn.  Weierstrass  a.  a.  0.  angegebenen  Resultate.  "Wäh- 
rend aber  die  Determinante  G(u)-H'{u)—H(u)-G'(u)  in  den  Fällen, 
in  welchen  die  erwähnte  Kette  nur  geradlinige  oder  nur  ebene  Grüeder 
enthält,  eine  rationale  Function  von  u  ist,  hat  für  den  allgemeinen 
Fall,  in  welchem  die  Kette  geradlinige  und  ebene  Grlieder  enthält, 
erst  das  Quadrat  dieser  Determinante  die  Eigenschaft,  eine  rationale 
Function  von  u  zu  sein. 

In  dem  einfachen  Falle ,  in  welchem  die  Kette  aus  zwei  gerad- 
linigen Strecken  und  einer  Ebene,  oder  aus  zwei  Ebenen  und  einer 
geradlinigen  Strecke  besteht,  führt  jene  Differentialgleichung  auf  die 
bekannte  Differentialgleichung  der  Jiypergeometrischen  Reihe. 

In  dem  allgemeinen  Falle  tritt  hingegen ,  was  nicht  übersehen 
werden  darf,  zu  denjenigen  Werthen  des  Arguments,  welche  für  die 
Differentialgleichung  wesentlich  singulär  sind,  noch  eine  gewisse 
Anzahl  ausserwesentlich  singulärer  Werthe  hinzu. 

3. 

"Wird  dieGergonne sehe  Aufgabe  (vergl.  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatzes  wiedergegebenen  Wortlaut  der  ursprünglichen  Fassung  der- 
selben) so  verstanden,  dass  überhaupt  die  erste  Variation  des  Flächen- 
inhalts der  gesuchten  Fläche  gleich  Null  sein  soll,  so  lässt  diese  Auf- 
gabe unendlich  viele  Lösungen  zu,  wie  ich  in  der  Folge  zeigen 
werde.  Um  indessen  von  vorn  herein  von  der  Art  und  Weise  des 
Auftretens  von  unendlich  vielen  Lösungen  in  einem  solchen  Falle  eine 
deutliche  Vorstellung  zu  gewinnen,  kann  man  die  Aufgabe  dadurch 
etwas  vereinfachen,  dass  man  an  die  Stelle  des  Würfels  in  der  Grer- 
gönne  sehen  Aufgabe  einen  geraden  Kreiscylinder  treten  lässt,  dessen 
Oberfläche  und  dessen  Inneres  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  durch  die  Bedingungen 

gegeben   sein  möge.     Den  beiden  Diagonalen   der  Ger  gönn  eschen 
Aufgabe  mögen  die  Geraden 

y  =  X,  e  =  \7C]    y  =  —X,  z  =  —\n 

entsprechen.    Dann  genügen  die  im  Innern  dieses  Cylinders  liegenden 
Stücke  der  durch  die  Gleichungen 

9* 
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tg(2n  +  l)^  =  (-ir-f,       tg(2n  +  l)^  =  {-IT-j 

dargestellten  rechts  und  links  gewundenen  Schraubenflächen  für  jeden 
ganzzahligen  Werth  der  Zahl  n  den  vorgeschriebenen  Bedingungen, 
die  beiden  geraden  Linien  zu  enthalten  und  die  gegebene  Cylinder- 
fläche  rechtwinklig  zu  treffen. 

Der  Flächeninhalt  Ä  dieser  Stücke  wird  gegeben  durch  die  Formel 

S  =  7tJ^\Jl-\-{2n  +  rf7'-dr 

0 

und  erlangt  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  seinen  kleinst- 
möglichen  Werth  für  w  =  0.  (Vergl.  die  Aufsätze  Tedenat'-s  im 
7ten  Bande  der  Annales.)  ^ 

Bezüglich  der  G  e  r  g  o  n  n  e  sehen  Aufgabe  beschränke  ich  nun  die 
Untersuchung  auf  den  Fall,  welcher  dem  Werthe  n  =  0  bei  der  so- 
eben betrachteten  einfacheren  Aufgabe  entspricht,  in  welchem  also  die 
im  Vorhergehenden  betrachtete  Kette  nur  vier  Grlieder  enthält, 
nämlich  zwei  geradlinige  Strecken,  welche  mit  zwei  Ebenen  abwech- 
seln. (Vergl.  die  spätere  Fassung,  welche  Grergonne  seiner  Auf- 
gabe gegeben  hat.) 

Zur  Lösung  der  so  sich  ergebenden  Aufgabe  führt  nun  folgende 
Betrachtungsweise. 

Es  sei  S  ein  einfach  zusammenhängendes  zwischen  den  Ebenen 
zweier  gegenüberliegenden  Seitenflächen  ab  und  c'd  des  gegebenen 
Würfel-s  (Tafel  4  Fig.  1.)  liegendes  und  diese  Ebenen  längs  der  Linien 
ab'  und  cd'  rechtwinklig  treffendes  Stück  einer  Minimalfläche,  welches 
in  seinem  Innern  von  singulären  Stellen  frei  ist  und  dessen  vollstän- 
dige Begrenzung  von  den  genannten  beiden  Linien  ab'  und  cd'  und 
von  den  beiden  (nicht  parallelen)  Diagonalen  ac  und  b'd'  eines  anderen 
Paares  gegenüberliegender  Seitenflächen  des  "Würfels  gebildet  wird. 
Diese  vier  Theile  der  Begrenzung  von  S  mögen  der  Kürze  wegen  mit 
(e),  (/■),  (g),  (h)  bezeichnet  werden.  Es  handelt  sich  darum,  aus  den 
angegebenen  Eigenschaften  das  Flächenstück  S  und  die  G-estalt  der 
in  den  Ebenen  ab  und  c'd  liegenden  Linien  (e)  und  (/")  analytisch  zu 
bestimmen. 

Vermöge  der  angegebenen  beiden  Symmetriegesetze  kann  das 
Flächenstück  S  über  seine  Begrenzung  hinaus  analytisch  fortgesetzt 
werden.  An  dieses  Flächenstück  S  denke  man  sich  zunächst  "^die 
symmetrische  Wiederholung    desselben  in   Bezug   auf   die  Ebene   ab, 
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nämlich  das  Flächenstück  S^  angefügt.  Hierauf  denke  man  sich  an 
die  beiden  Flächenstücke  S  und  5,,  welche  längs  der  Linie  (e)  mit 
einander  zusammenhängen  und  daher  in  ihrer  Vereinigung  ein  eben- 
falls einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  S  +  S^  bilden,  die  sym- 
metrischen Wiederholungen  der  beiden  Flächenstücke  S  und  ä,  in  Be- 
ziehung auf  die  geradlinigen  Strecken  (h)  und  (Ä),  angefügt,  welche 
mit  Sj  und  S^  bezeichnet  werden  mögen.  Es  faUen  dann  die  Ebenen 
der  Linien  (f),  und  {f\  mit  der  Ebene  bc'  und  die  Ebenen  der  Linien 
(e)j  und  (0)2  mit  der  Ebene  ad'  zusammen,  während  gleichzeitig  die 
vier  Flächenstücke  S^,  S,  S^  und  S^  in  ihrer  Vereinigung  wieder  ein 
einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  bilden.  Denkt  man  sich 
nun  dieses  Flächenstück  über  die  Linie  {e\+  (e)^  hinaus  analytisch 
fortgesetzt,  d.  h.  in  Bezug  auf  die  Ebene  dieser  Linie  symmetrisch 
wiederholt,  wobei  die  Wiederholungen  von  S^S  SiS^  beziehlich  mit 
Sg  S^  S^  Sg  bezeichnet  werden  mögen,  so  bilden  die  acht  Flächenstücke 
S  bis  /S7,  von  denen  S^  S^  S^  dem  Flächenstücke  S  congruent,  die  vier 
andern  demselben  symmetrisch  sind,  ein  einfach  zusammenhängendes 
Flächenstück  Jf ,  dessen  Inneres  von  singulären  Stellen  frei  ist.  Die 
einzelnen  Theile  der  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  haben  paar- 
weise parallele  Lage ,  während  gleichzeitig  die  Normalen  der  Fläche 
in  entsprechenden  Punkten  correspondirender  Begrenzungstheile  pa- 
rallel sind.  (Den  Flächenstücken  S  S^S^-  -  •  S^  entsprechen  in  Fig.  2 
auf  Tafel  4  beziehlich  diejenigen  Flächenstücke,  welche  mit  8  1  2  •  •  •  7 
bezeichnet  sind.) 

Wenn  daher  die  Punkte  des  Flächenstückes  M  in  der  bekannten 
Weise  durch  parallele  Normalen  auf  die  Fläche  einer  Kugel  bezogen 
werden ,  so  bedeckt  die  diesem  Flächenstück  entsprechende  einfach 
zusammenhängende  sphärische  Fläche  T'  die  Kugelfläche  vollständig 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  geschlossen  werden  kann,  es  sei  die 
Fläche  T'  durch  Querschnitte  aus  einer  mehrfach  zusammenhängenden 
Rie  mann  sehen  Kugelfläche  T  entstanden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  in  den  allgemeinen,  die  analytische  Dar- 
stellung der  Minimalflächen  betreff'enden  Formeln  (D)  des  Hrn. 
Weierstrass  (Monatsber.  1866  S.  619)  auftretende  Function  ^^{s) 
eine  algebraische  Function  ihres  Argumentes  ist.  Eine  einfache 
Abzahlung  zeigt,  dass  sechs  Querschnitte  erforderlich  sind,  um  die 
geschlossene  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T' 
zu  zerschneiden;  es  gehört  daher  die  Function  %{s)  nach  der  Rie- 
m  a  n  n  sehen  Eintheilung  der  algebraischen  Functionen  in  Klassen  zu 


134  Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle  Minimalflächen. 

einer  Klasse,  bei  der  die  Zahl,  welche  die  Ordnung  des  Zusammen- 
hangs der  die  Verzweigung  der  Function  geometrisch  darstellenden 
Fläche  ausdrückt,  gleich  sieben  und  die  Anzahl  der  linear  von  ein- 
ander unabhängigen  Integrale  erster  Art  gleich  drei  ist.  In  dem 
vorliegenden  Falle  müssen  die  Integrale,  deren  reelle  Theile  die  drei 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  M  sind, 

u  =f{l-s')^{s)ds,    V  =fi{l+s')^{s)ds,    w=f2s^(s)ds 

—  wobei  u,  V,  w  nicht  dieselben  Grrössen  bezeichnen,  die  in  der  Ab- 
handlung des  Hrn.  Weierstrass  mit  u,  v ,  w  bezeichnet  sind  — 
drei  Integrale  erster  Art  sein  und  da  zwischen  den  drei  Differen- 
tialen du,  dv,  dw  die  identische  Relation 

{duf+{dvy+{dwY=  0 

besteht,  so  sind  diese  Integrale  hyperelliptische.  Mit  andern 
Worten,  die  Function  %{s)  ist  in  dem  vorliegenden  Falle  gleich  dem 
reciproken  Werthe  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function 
achten  Gerades  von  s.  Wird  diese  ganze  Function  mit  \Il{s)  be- 
zeichnet, so  ergibt  sich 

\!B{s) 

Die  drei  Strecken  a& ,  ad ,  aa'  mögen  beziehungsweise  die  posi- 
tiven Richtungen  der  x-,  y-  und  <£r-Axe  bezeichnen,  und  s  möge  gleich 
I  +  -»2*  gesetzt  werden ,  so  folgt  aus  der  Bedingung ,  dass  den  beiden 
Geraden  |  =  ± »/  auch  auf  der  Minimalfläche  gerade  Linien  ent- 
sprechen sollen,  dass  die  acht  Wurzeln  der  Gleichung  B{s)  =  0  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Geraden  §  =  +'/;  symmetrische  Lage  haben, 
und  zwar  überzeugt  man  sich  durch  geometrische  Betrachtungen,  dass 
im  vorliegenden  Falle  diese  Wurzeln  sämmtlich  auf  den  beiden  Ge- 
raden 1  =  0  und  »^  =  0  liegen  müssen.    Man  hat  also 

B{s)  =  C{r\-s'){rl-s') 

zu  setzen,  wo  r^  und  r^  zwei  reelle  positive  Grössen  bezeichnen  und 
^1  "^  ^'a  sein  möge.  Der  Constanten  C ,  welcher  ein  reeller  positiver 
Werth  beizulegen  ist,  möge  der  Einfachheit  wegen  der  Werth  1  ge- 
geben werden ,  wodurch  zugleich  auch  über  die  absolute  Grösse  der 
Hauptkrümmungsradien  in  den  dem  Werthe  s  =  oo  entsprechenden 
Punkten  des  Flächenstückes  S  verfügt  ist. 
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Denkt  man  sich  nun  in  die  Fläclie  desjenigen  Quadranten  der 
Ebene,  in  welchem  |  positiv  und  if  <  ^  ist,  längs  der  Axe  des  Reellen 
j^  =  0  vom  Punkte  5  =  0  bis  zum  Punkte  s  =  r^  und  vom  Punkte 
s  =  oo  bis  zum  Punkte  s  =  r^  zwei  Einschnitte  gemacht,  so  ent- 
spricht dem  hierdurch  entstandenen  einfach  zusammenhängenden  Ge- 
biete ein  von  zwei  geraden  Strecken  und  von  zwei  ebenen  Krümmungs- 
linien begrenztes  einfach  zusammenhängendes  Stück  einer  Minimal- 
fläche. Dem  die  Punkte  s  =  r^  und  s  =  r^  verbindenden  Theile  der 
Axe  des  Reellen  entspricht  auf  der  Minimalfläche  eine  der  y-Axe  pa- 
rallele gerade  Linie ,  welche  eine  Symmetrieaxe  des  betrachteten 
Flächenstückes  ist.  Diese  Gerade  verbindet  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Begrenzung  desselben,  welche  den  Punkten  5  =  ^1  und  s  =  r^ 
entsprechen  und  die  Eigenschaft  haben ,  dass  durch  dieselben  ausser 
der  erwähnten  Geraden  noch  zwei  andere  Asymptotenlinien  der  Fläche 
hindurchgehen,  welche,  wenn  R{s)  =  1  — 14s*-t-s*  gesetzt  wird,  eben- 
falls geradlinig  sind,  diese  Eigenschaft  jedoch  im  allgemeinen  Falle 
nicht  haben. 

Da  die  Projectionen  der  erwähnten  beiden  ebenen  Krümmungs- 
linien auf  die  Ebene  ^  =  0,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  nur 
dann  gleiche  Länge  haben,  wenn  das  Product  r^-r^  den  Werth  1  hat, 
so  ist  für  den  vorliegenden  Fall  r^  =  r~^  zu  setzen  und  es  haben  in 
Folge  dessen  die  acht  Wurzeln  der  Gleichung  R{s)  =  0  auch  in 
Bezug  auf  die  Kreislinie  |^+  rf  =  1  symmetrische  Lage. 

Dieser  Kreislinie  entspricht  dann  auf  der  Minimalfläche  eine 
gerade  Linie,  welche  mit  den  beiden  geraden  Strecken  der  Begren- 
zung, deren  Mittelpunkte  sie  verbindet,  rechte  Winkel  einschliesst ; 
diese  Gerade  ist   ebenfalls    eine  Symmetrieaxe   des  Flächenstückes  S. 

Wird  der  Constanten  r,  irgend  ein  zwischen  0  und  1  liegender 
reeller  Werth  r  beigelegt,  so  liegt  das  betrachtete  Flächenstück  ganz 
innerhalb  eines  geraden  quadratischen  Prisma,  auf  dessen  Oberfläche 
die  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  liegt.  Sowohl  die  absolute 
Länge  der  einzelnen  Kanten  des  erwähnten  Prisma,  als  auch  das 
Verhältniss  r  der  Höhe  desselben  zur  Seite  der  quadratischen  Grund- 
fläche sind  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  eindeutige  Functio- 
nen von  r  und  zwar  gehört  auch  umgekehrt  zu  jedem  Werthe  dieses 
Verhältnisses  r  nur  ein  einziger  zwischen  0  und  1  liegender  Werth 
von  r. 

Bezeichnet  man  die  halbe  Seite  jenes  Quadrates  mit  o,,  die  halbe 
Höhe  des  Prisma  mit  ojg,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung  der  J  a  c  0  b  i- 
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sehen  Bezeichnungsweise 

\/2(l+r*) 

unter    der  Voraussetzung,   dass  den   zugehörenden  Moduln  h^  und  ^3 
die  Werthe 

K  =  -7==- ,   K  =  r* 

\/2(l+r*)'      ' 

beigelegt  werden. 

Soll  nun  das  quadratische  Prisma  in  einen  Würfel  übergehen, 
also  (»1  =  ojg  sein,  so  ergibt  sich,  wenn  r  =  tg\y  gesetzt  wird,  für 
den  Winkel  y  der  Werth  67"  8' 31"  28;  einen  Winkel  von  dieser  Grösse 
schliesst  die  Normale  der  Fläche  in  den  den  Werthen  s  =  r  und 
s  =  r~^  entsprechenden  Punkten  mit  der  ^-Axe  ein.  Für  diesen  Werth 
von  r  ergibt  sich  beiläufig  o^  =  Og  =  1,39704 ,  während  für  die 
Grösse  des  Flächeninhalts  des  betrachteten  Stückes  S  der  Werth 
Oj- 4,93482  gefunden  wird. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken ,  dass ,  wenn  n  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet ,  auch  die  Bedingung  a^  =  (2n  + 1)  co^  zu  einer  Lösung 
der  Ger  gönn  eschen  Aufgabe  in  dem  oben  angegebenen  allgemei- 
neren Sinne  führt ,  und  hiermit  ist  bewiesen ,  dass  die  gestellte  Auf- 
gabe, wenn  dieselbe  in  diesem  Sinne  verstanden  wird,  unendlich  viele 
Lösungen  zulässt. 

4. 

Aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergibt  sich  unter  anderem, 
dass  die  gefundene  Minimalfläche  zu  denjenigen  speciellen  Minimal- 
flächen gehört,  welche  in  dem  Nachtrag  zu  meiner  Abhandlung  „Be- 
stimmung einer  speciellen  Minimalfläche "^  *)  betrachtet  werden.  Die  be- 
sondere Eigenschaft  dieser  Flächen,  dass  die  auf  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  bezogene  Gleichung  derselben  rational  ausdrückbar  ist  durch 
elliptische  Functionen,  deren  Argumente  ganze  lineare  Functionen  der 
Coordinaten  sind,  kommt  daher  auch  der  im  Vorhergehenden  gefun- 
denen Minimalfläche  zu. 

Das  Verfahren,  welches  in  der  genannten  Abhandlung  zu  der 
Gleichung 

^v  -{■  vX  -\-  X(i  +1  =  0 


*)  Siehe  S.  92—102  dieses  Bandes. 
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gefülirt  bat ,  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen  nnd  gleichzeitig  so 
verallgemeinern,  dass  dasselbe  überhaupt  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  acht  "Wurzeln  der  Gleichung  B{s)  =  0  in  Bezug  auf  die  drei 
Linien  |  =  0,  -»^  =  0,  ^^+if  =  1  symmetrisch  liegen  (wobei  die 
Lage  derselben  dann  von  zwei  variablen  Parametern  abhängt),  allge- 
meine Anwendung  findet.  Das  Hauptergebniss ,  zu  dem  ich  gelangt 
bin  und  welches  mir  der  Beachtung  nicht  unwerth  zu  sein  scheint, 
besteht  nun  darin ,  dass ,  wenn  von  einigen  Grenzfällen  abgesehen 
wird,  von  denen  in  der  Folge  die  Hede  sein  wird,  die  Gleichung  aller 
jener  Flächen  in  dieselbe  specielle  Form  gesetzt  werden  kann,  z.  B. 
in  die  angegebene ,  in  welcher  dann  die  drei  Grössen  X,  (i ,  v  wieder 
elliptische  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Fläche  bedeuten,  wobei  indessen  die  Constanten,  durch 
welche  diese  elliptischen  Functionen  näher  bestimmt  werden,  im  All- 
gemeinen für  die  drei  Functionen  verschieden  sind. 

Es    ist    nicht    wesentlich,     die    angegebene    specielle    Form    der 
Gleichung  beizubehalten ,  vielmehr  scheint  die  Gleichung 

in  welche  jene  durch  die  gleichzeitigen  Substitutionen 
.  1+A,  l+fi,  1+v, 


1-A,  '     ^  1-ii,  '  1-v, 

übergeht,    vor    derselben    in    gewisser   Hinsicht    einige    Vorzüge    zu 
haben. 

Ausgehend   von    den    bereits    erwähnten   Formeln  (D)    des  Hrn. 
Weierstrass  setze  man 


\/E{s) 
R{s)  =  A[i{l+s')Y\2sYi-B[2sY[l-s'f+C[l-s'f[i{l+s')]\ 

wobei  die  Coefficienten  Ä^  B ,  C  reelle  Werthe  haben ,  welche  später 
genauer  bestimmt  werden  sollen,  und  transformire* die  drei  Integral- 
functionen 

v-v,=Jiil+s')^is)ds, 
w—Wq=      f  2.V  i^  {s)  ds 

mittelst  der  Formeln 
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l  2s       '      m  ~    1-s'  '       n    ~   i{l+s')  ' 

in  welchen  X ,  ^,  v  drei  neue  veränderliche  Grrössen  und  l,  m,  n  drei 
Constanten  bezeichnen ,  deren  Product  den  Werth  1  hat.  Dann  er- 
geben sich  die  Gleichungen 


^   r^ IdX 


mdfi 


\JCm*+{C+Ä-B)m'(i'+Ä(i' 
r^  ndv 

J  \/Än'+(Ä+B-C)n'v'+Bv* 

Fasst  man  nun  die  oberen  Grenzen  X,  ^,  v  dieser  drei  Integrale 
als  Functionen  der  complexen  Grösse  s  auf,  so  sind 

wo  der  vorgesetzte  Buchstabe  ^  andeutet,  dass  der  reelle  Theil  der 
nachfolgenden  Grösse  genommen  werden  soll,  die  mit  den  Gleichungen 
(D)  des  Hrn.  Weierstrass  übereinstimmenden  Gleichungen  der 
Minimalfläche. 

Andererseits  werden  aber  gleichzeitig  durch  dieselben  drei 
Gleichungen ,  wenn  die  unteren  Grenzen  der  drei  Integrale  als  con- 
stant,  die  oberen  Grenzen  derselben  als  veränderlich  betrachtet  werden, 
drei  elliptische  Functionen  A,  /li,  v  bestimmt,  deren  Argumente  bezieh- 
lich  die  drei  Grössen  u—u^,  ^— ^o>  ^—iVq  ^i^^- 

Es  wird  nun  behauptet ,  dass ,  wenn  die  drei  Grössen  X,  fi,  v  in 
dem  letzteren  Sinne  als  Functionen  von  u,  v,  iv  betrachtet  werden, 
die  Gleichung 

X' ^-v  =  1 

1)  überhaupt  eine  Minimalfläche  darstelle ,  vorausgesetzt ,  dass  die 
drei  Grössen  u,  v ,  w  beziehungsweise  ^ ,  ^ ,  ^  als  rechtwin- 
klige  Coordinaten   eines   Punktes   im   Räume   gedeutet   werden, 

und  dass 

2)  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Fläche  im  Allgemeinen 
und  bei  angemessener  Bestimmung  der  durch  die  Integration 
eingeführten  Constanten  mit  der  durch  die  Gleichungen  (D)  des 
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Hrn.  Weierstrass  dargestellten  Minimalfläche  übereinstimme, 
falls  die  in  jenen  Grleichungen  auftretende  Function  %{s)  durch 
die  Festsetzung 

v-R(s) 

bestimmt  wird  und  an  die  Stelle  der  Grrössen  u,  v,  to  die  Coor- 

dinaten  x,  y,  z  treten. 
Von  diesen  beiden  Behauptungen  soll  zunächst  die  erste  bewiesen 
werden.     Es  seien  X,  ^i ,  v    drei    elliptische  Functionen   der  rechtwin- 
kligen Coordinaten  x,  y,  z,  mit  denen  dieselben  durch  die  Grleichungen 


v"  =  (-^J  =  c  +  cV+c'V 


verbunden  sind. 

Betrachtet  man  nun  die  Coordinate  z  eines  beliebigen  Punktes 
der  durch  die  Gleichung  Aftv  =  1  dargestellten  Fläche  als  Function 
von  X  und  y,  beziehungsweise  von  X  und  fi,  so  erhält  man  durch  eine 
ziemlich  einfache  Rechnung  für  die  mittlere  Krümmung  der  Fläche  in 
diesem  Punkte  den  Werth 

-  +  —  =  -^     -^  = 
Qi      Q2  ~    äx        dy    ~ 

wo  zur  Abkürzung  mit  M  der  Ausdruck 

und  mit  (1)  bis  (6)  beziehlich  die  Ausdrücke 

(1)  =  2b"c"-a{b'+c'), 

(2)  =  2bc-a"{b'+c'), 

(3)  =  2c"a"-b{c'+a'), 

(4)  =  2ca-b"{c'+a'), 

(5)  =  2a"b"-c(a'+b'), 

(6)  =  2ab-c"{a+b') 
bezeichnet  sind. 
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Denkt  man  sich  aber  für  die  neun  Constanten  ah  c  diejenigen 
Werthe  eingesetzt,  welche  sich  aus  den  Grleichungen ,  durch  welche 
A ,  ft ,  V  als  elliptische  Functionen  von  u ,  v ,  w  erklärt  worden  sind, 
ergeben,  wenn  u  =  x,  v  =  y,  w  =  ä  gesetzt  wird,  so  sind  die  Aus-, 
drücke  (1)  bis  (6)  sämmtlich  identisch  gleich  Null,  und  es  stellt  daher 
die  Gleichung  l- ^-  v  =  1  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
im  analytischen  Sinne  eine  Minimalfläche  dar.  Damit  jedoch  behauptet 
werden  kann,  dass  diese  Gleichung  für  die  hier  in  Betracht  kommen- 
den Fälle  im  Allgemeinen  wirklich  eine  reelle  Fläche  und  nicht  bloss 
eine  Gleichung  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  darstelle ,  ist 
eine  weitere  Untersuchung  erforderlich,  welche  zweckmässig  mit  dem 
Beweise  der  zweiten  der  obigen  beiden  Behauptungen  verbunden  wird, 
zu  dem  ich  jetzt  übergehe. 

Die  hier  zu  betrachtenden  speciellen  Minimalflächen  können,  wenn 
von  Grenzfällen  abgesehen  wird,  in  drei  Gruppen  eingetheilt  werden, 
jenachdem  die  die  Verzweigung  des  Integrales 


/: 


ds 


geometrisch    darstellende    von    ebenen  Flächen  gebildete  Polyeder- 
oberfläche*) 

I.    ein  rectanguläres  Prisma  begrenzt, 

oder 
II.   einen  körperlichen  Raum  begrenzt,   dessen  Oberfläche  von  vier 
gleichschenkligen    Dreiecken    und    vier    Paralleltrapezen     ge- 
bildet wird , 
oder 
III.    ein  doppelt  zu  denkendes  geradliniges  ebenes  Achtseit  ist. 
Den  Ecken   dieser  Polyeder    entsprechen   jedesmal    die  Wurzeln 
der   Gleichung  R{s)  =  0    und    diejenigen  Punkte    der  Minimalfläche, 
durch  welche    drei   von   einander   verschiedene  Asymptotenlinien  hin- 
durchgehen.   Die  Winkel,  welche  die  in  diesen  ausgezeichneten  Punkten 
der  Fläche   construirten  Normalen   der  Fläche   mit   den   Coordinaten- 
axen  einschliessen ,  kann  man  als  variable  Parameter  ansehen ,    durch 
welche  eine  specielle  Fläche   innerhalb  jeder  der  drei  Gruppen  näher 
bestimmt  wird. 

Wenn  nun  die  Richtungen  jener  Normalen  für  die  drei  Gruppen 
durch  die  Tabelle 


")  S.  die  Figuren  43,  44  und  45  auf  S.  108  dieses  Bandes. 
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X 

Y 

Z 

I 

±  cos« 

±  cos'/3 

±  cos  y 

n  < 

±  sin« 

0 

±  cos« 

1 

0 

±sin^ 

±  cos/3 

) 

n. 

±  cos« 
±  sin/3 

±  sin  cc 

0 

! 

+  C0S/3 

0 

gegeben  werden,  wobei  für  die  erste  Gruppe  zwischen  den  Winkeln 
a,  ß  ,  y  die  Relation  cos* «  +  cos'  ß  +  eoa^  y  =  1  bestellt  und  für  den 
Fall  der  dritten  Gruppe  die  Annahme  gemacht  werden  soll ,  dass 
cc  -{-  ß  <:  ^71 ,  während  überhaupt  für  alle  hier  vorkommenden  Winkel 
die  Werthe  0  und  |  jr  als  Grenzfälle  vorläufig  ausgeschlossen  werden, 
so  werden  die  Coefßcienten  Ä,  JB ,  C  abgesehen  von  einer  denselben 
gemeinschaftlichen  multiplicativen  Constante  £,  welche  positiv  oder 
negativ  sein  kann ,  durch  die  Tabelle 


Ä 

s 

B 
s 

6 

I 

sin*  tt 

^m'ß 

sin*y 

II 

cos'  a 

cos'/3 

—  sin'asin'/3 

ni 

sin' «  cos'  ß 

sin'  ß  cos'  tt 

+1 

bestimmt. 

Wenn  für  eine  der  ersten  oder  der  zweiten  Gruppe  angehörende 
Fläche  Ä  =  B  ist,  so  kann  dieselbe  auch  als  der  zweiten,  beziehungs- 
weise der  ersten  Gruppe  angehörig  betrachtet  werden,  wie  sich  durch 
eine  Drehung  des  Coordinatensystems  um  45°,  bei  welcher  die  ^-Axe 
ungeändert  bleibt,  und  gleichzeitige  Verwandlung  von  s  ms-^i   ergibt. 
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Damit  min  die  Grössen  u,  v,  w  gleichzeitig  reelle  "Werthe  an- 
nehmen, müssen  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sein,  welche  in  folgender 
Uebersicht,  in  der  sich  die  Zeichen  <  und  ^  stets  auf  reelle  Grössen 
beziehen,  zusammengestellt  werden. 


I. 

Gruppe. 

Werden  die  drei  Constante 

n  ?,  m,  w 

durch  die  Gleichungen 

l  = 

siny 
sin/3  ' 

m 

sin« 

_    sin/3 
'           ~    sin« 

smy 

immt,  so  kann 

man 

r'-äk  fV'da  f^dv 

"=1  IT'     "^i   V     "=jf   -^ 

setzen  und  zwar  hat  man,  um  für  den  Fall  £  =  +1  alle  reellen 
Punkte  der  Fläche  zu  erhalten,  den  Grössen  X,  ^,  v  alle  der  Bedin- 
gung Xfiv  =  1  genügenden  reellen  Werthsysteme  beizulegen,  wobei 
ein  Uebergang  von  den  positiven  zu  den  negativen  Werthen  sowohl 
durch  den  Werth  Null  als  auch  durch  den  Werth  oo  geschehen  kann. 
Für  den  Fall  £  =  —  1  setze  man,  mit  g),  ijj,  x  drei  neue  ver- 
änderliche Grössen  bezeichnend,  welche  nur  reelle  Werthe  annehmen 
sollen , 

A  =  e"',       ^  =  e'f\       V  =  e'\ 

mit  der  Bedingung,  dass  die  drei  Grössen  ^,  i^,  i  dem  absoluten  Be- 
trage nach  beziehlich  drei  durch  die  Gleichungen 

cosa  ,  ,  cos/3 

w    =  arctg 3 ,       ^0  =  arctg , 

^^  ^  cos  /3  cos  y  °  cos  y  cos  a 

cosy 
l,  =  arctg 


cos  a cos  ß 


bestimmte  Grossen  qp«,  i)^,  Xo  i^icht  überschreiten  dürfen.  IJm  alle 
reellen  Punkte  der  Fläche  zu  erhalten,  hat  man  den  Grössen  q),  ip,  % 
alle  mit  dieser  Bedingung  verträglichen  reellen  Werthsysteme  beizu- 
legen, für  welche  die  Summe  (p+t  +  X  =  ^  is*>  wobei  indessen  diesen 
Variablen  ein  Umlauf  um  die  extremen  Werthe  durch  das  Imaginäre 
hindurch  zu  gestatten  ist. 
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II.  Gruppe. 

M  =J    -jr,       ^'  =  /        -^'       ^^J     ~v'  '       (^  »'^  »*  reell) 
0  mtga  y 

s  =-1; iV-^^'<0;   0<ft^^mHg^«;  -oo<i;»^-      **' 


sin*«  =      ^    '      =^  ^        °      '        --  =  '-.      ^Q^2ß 
in.  Gruppe. 

^""/     IT'      ^  ^        1^'      ^  =  /      IT'      C^»«,wreeU) 

£  =  +1;    — oo<A<  +  oo;    — oo<fi.  =  +  oo;    — wtga<v^  +  wtga 

£  =  -1;  — oo<A*<—  Z^cos^a; i-^^ft^<0;  wtga<i/<wcotgj8. 

Es  ist  nun  die  Identität  der  beziehlich  durch  die  Gleichungen 

x—x,  =  g^(w-Mj,    y—y^  =  ^(v-v^),    z-2^  =  ^{w-w^) 

einerseits  und 

A-/w--v  =  l,     X  =  u,    y  =  V ,     3  =  w 

andererseits  dargestellten  beiden  Minimalflächen  nachzuweisen,  jedoch 
ist  es  nicht  erforderlich,  diese  Uebereinstimmung  für  jede  einzelne 
der  drei  Gruppen  besonders  darzuthun,  vielmehr  genügt  es,  wenn 
dieser  Beweis  für  eine  derselben  geführt  wird. 

Für  die  erste  Gruppe  z.  B,  kann  dieser  Beweis  wie  folgt  geführt 
werden.  Man  setze  unter  der  Annahme,  dass  a  den  Werth  +1 
habe  und  dass  auch  den  drei  Constanten  Z ,  m ,  n  der  Werth  1  bei- 
gelegt werde, 

A  =  0,        V  =:  c». 

Diese  Werthe  bestimmen  auf  der  Minimalfläche  X-  fi-  v  =  1  eine  der 
y  -  Axe  parallele  Gerade ,  für  deren  einzelne  Punkte  die  Variable  (i 
folgende  einfache  geometrische  Bedeutung  hat.  In  einem  beliebigen, 
dem  Werthe  fi  entsprechenden  Punkte  dieser  Geraden  denke  man 
sich  die  Normale  der  Fläche  construirt,  so  ist  ^  gleich  der  trigono- 
metrischen Tangente  des  Winkels,  den  diese  Normale  mit  der  ;2'-Axe 
einschliesst. 
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Bei  der  durch  die  Formeln  (D)  des  Hm,  "Weierstrass  darge- 
stellten Fläche  entspricht  eine  der  y-Axe  parallele  Gerade  der  An- 
nahme s  =  5j,  da  im  vorliegenden  Falle  die  der  Function  ^(s)  con- 
jugirte  Function  ^^{s^)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ^j(s)  =  —%{s) 
ist,  oder  dass  für  reelle  Werthe  der  Variablen  s  der  reelle  Theil  der 
Function  ^(.s)  gleich  Null  ist. 

In  diesem  Fall  bedeutet  die  Grösse  s ,  von  welcher  ij  durch  die 
Gleichung 

abhängt,  die  trigonometrische  Tangente  der  Hälfte  desjenigen  Winkels, 
den  die  Normale  der  Fläche  in  dem  dem  "Werthe  s  entsprechenden 
Punkte  mit  der  ^-Axe  einschliesst.  Da  nun  die  soeben  betrachtete 
Gleichung  durch  die  Substitution 

übergeht,  so  ist  es  möglich,  über  die  durch  die  Integration  einge- 
führten Constanten  so  zu  verfügen,  dass  die  durch  die  beiden  oben 
angegebenen  Gleichungssysteme  dargestellten  Minimalflächen  nicht 
nur  jene  der  «/-Axe  parallele  Gerade  gemeinsam  haben,  sondern  dass 
überdies  längs  derselben  die  Normalen  beider  Flächen  zusammen- 
fallen. 

Nun  tritt  aber  folgender  allgemeine  Satz,  dessen  Kenntniss  ich 
einer  mündlichen  Mittheilung  des  Hm,  Weierstrass  verdanke,  und 
von  welchem  die  im  Vorhergehenden  erwähnten  beiden  Sätze  nur 
specielle  Fälle  sind,  in  Kraft: 

„Wenn  zwei  Minimalflächen  eine  Linie  gemeinsam  haben  und 
„wenn  überdies  längs  dieser  Linie  die  Normalen  beider  Flächen  zu- 
„sammenfallen,  so  gehören  beide  Flächen  nebst  ihren  analytischen 
„Fortsetzungen  einer  und  derselben  Minimalfläche  an  und  jedes  Stück 
„der  einen  der  beiden  Flächen  fällt  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  mit 
„einem  entsprechenden  Stücke  der  andern  zusammen, ^^ 

Hiermit  ist  nun  die  Identität  jener  beiden  Flächen  dargethan  und 
die  Richtigkeit  '  der  oben  ausgesprochenen  beiden  Behauptungen  in 
allen  ihren  Theilen  bewiesen. 

Die  gefundene  Minimalfläche,  welche  aUen  aus  der  Gergonne- 
schen  Aufgabe  hervorgehenden  analytischen  Bedingungen,  soweit  die- 
selben mit  dem  Verschwinden  der  ersten  Variation  zusammenhängen, 
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genügt,  kann  mit  gleichem  Rechte  als  zur  ersten  wie  zur  zweiten 
Gruppe  gehörig  angesehen  werden.  Betrachtet  man  dieselbe  als  zur 
zweiten  Gruppe  gehörig,  so  hat  man,  um  mit  den  früher  getroffenen 
Annahmen  vollständige  üebereinstimmung  herzustellen, 

1 
«  =  y,     ß  =  y,     s  = 


sm  y 


zu  setzen,  wo  y  einen  Winkel  bezeichnet,  der  angenähert  gleich 
67°8'31"28  ist.  Die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  (e)  der  gefun- 
denen Minimalfläche  mit  der  Seitenfläche  a'b  des  Würfels  nimmt  dann 
die  Form 

an,  wo  ti'Q  =  vn ig y  zu  setzen  ist.  Hiermit  ist  auch  der  in  dem 
zweiten  Theile  der  Gergonne sehen  Aufgabe  enthaltenen  Forderung 
genügt. 

5. 

Bei  der  vorhergehenden  Untersuchung  sind  diejenigen  Fälle 
ausgeschlossen  worden,  in  welchen  einer  der  in  Betracht  kommenden 
Winkel  den  Grenzwerth  0  oder  ^n  erreicht,  ebenso  der  Fall  der 
dritten  Gruppe,  in  welchem  a  +  ß  =  ^n  ist.  Diese  Grenzfälle  erfor- 
dern insofern  eine  besondere  Betrachtung,  als  die  vorhergehende 
Untersuchung  sich  nicht  ohne  Einschränkung  auf  dieselben  erstreckt. 

Wenn  bei  der  zweiten  Gruppe  s  den  Werth  +1  hat,  erfordert 
der  Uebergang  zu  dem  Grenzwerthe  «  =  0  bloss  eine  Aenderung  der 
Constanten  Grenze  desjenigen  Integrales,  durch  welches  die  Variable 
V  ausgedrückt  ist.  Hat  hingegen  €  den  Werth  —1,  so  gebe  man  vor 
dem  Uebergange  zu  dem  Grenzwerthe  a  =  0  den  drei  Constanten 
?,  m,  w  die  Werthe 

,         .   .  1 

l  =  iBvna,     m  ^  —. ,     n  = — i, 

sma  ' 

ändere  die  constante  Grenze  des  Integrals,  durch  welches  u  ausge- 
drückt ist,  in  passender  Weise  und  führe  hierauf  den  Grenzübergang 
aus,  der  nun  mit  einer  Schwierigkeit  nicht  weiter  verbunden  ist. 

In  ähnlicher  Weise  hat  man  zu  verfahren,  wenn  bei  der  dritten 
Gruppe  einer  der  beiden  Winkel  a  oder  ß  in  seinen  Grenzwerth  Null, 

Schwarz,  Oesanunelte  Abhandinngen.  I.  XO 
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oder  wenn  bei  der  zweiten  Grruppe  einer  der  beiden  Winkel  a  oder  ß 
in  den  Grenz werth  ^%  übergeht. 

Das  Gremeinsame  dieser  Fälle  besteht  darin,  dass  von  den  drei 
in  Betracht  kommenden  Integralen  nur  eins  ein  elliptisches  bleibt, 
während  die  beiden  andern  in  cyclometrische ,  beziehungsweise  loga- 
rithtnische  übergehen. 

Etwas  anders  verhält  es  sich  hingegen  mit  denjenigen  Grrenz- 
fällen,  in  welchen  die  Function  ^(5)  in  eine  rationale  Function 
von  s  übergeht.  Für  diese  Fälle  behält  die  vorhergehende  Unter- 
suchung gewissermassen  nur  zur  Hälfte  Geltung,  insofern  dieselbe 
zwar  auf  den  Fall  £  =  +1,  nicht  aber  auf  den  Fall  «  =  —  1  An- 
wendung findet,  wie  sich  aus  dem  Anblick  der  folgenden  beiden  Ta- 
bellen ergibt,  welche  die  Gleichungen  der  diesen  Grenzfällen  ent- 
sprechenden Minimalflächen  enthalten.     (Siehe  S.  147  und  148.) 

Indem  ich  mir  erlaube,  hinsichtlich  des  Literaturnachweises  auf 
den  Anhang  zu  meiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  ,, Bestimmung 
einer  speciellen  Minimalfläche ''^  Bezug  zu  nehmen ,  bemerke  ich  nur 
noch  zum  Schlüsse ,  dass  je  zwei  der  betrachteten  Minimalflächen, 
welche'  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  des  Factors  e  von  einander 
unterscheiden,  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  jede  eine 
Biegungsfläche  der  andern  ist,  während  gleichzeitig  den  Asymptoten- 
linien der  einen  Fläche  die  Krümmungslinien  der  andern  Fläche  ent- 
sprechen, eine  Beziehung,  auf  welche  bekanntlich  Hr.  Ossian  Bonnet 
zuerst  aufmerksam  gemacht  hat. 
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lieber  ein  Modell  eines  Minimalflächenstückes, 

welches  längs  seiner  Begrenzung  vier  gegebene 

Ebenen  rechtwinklig  trifft. 


Eine  im  Februar  1872  von  Herrn  Kummer  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  gemachte  Mittheilung.  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,  Jahrgang  1872,  Seite  122—123. 

Hr.  Kummer  zeigte  ein  von  Hrn.  Professor  Schwarz  in  Zürich 
angefertigtes  Gypsmodell  einer  Minimalfläche  vor ,  deren  Begrenzung 
durch  eine  Reihe  von  vier  Ebenen  gebildet  wird,  auf  denen  sie  überall 
senkrecht  stehen  muss. 

Die  von  Hrn.  Prof.  Schwarz  zuerst  allgemein  gestellte  und  be- 
handelte Aufgabe  Minimalflächen  zu  finden,  deren  Begrenzung 
durch  eine  Kette  von  geraden  Linien  und  von  Ebenen  gegeben  ist, 
m.  s.  den  Monatsbericht  der  Sitzung  vom  18.  Januar  d.  J.*),  bietet 
namentlich  in  dem  Falle ,  wo  die  Begrenzung  durch  eine  Kette  von 
Ebenen  allein  gegeben  ist,  einige  Schwierigkeiten  für  die  geometrische 
Anschauung  dar,  da  es  scheint,  als  ob  die  so  zu  begrenzenden  Flächen 
jedes  gegebene  Maass  der  Kleinheit  überschreiten  könnten.  Aus 
diesem  Grrunde  wandte  ich  mich  an  Hrn.  Professor  Schwarz  mit  der 
Bitte  mir  darüber  einige  Aufklärungen  zukommen  zu  lassen.  Der- 
selbe überschickte  mir  hierauf  das  vorliegende  Modell**),  in  welchem  die 
Begrenzung  durch  folgende  vier  in  der  bestimmten  Reihenfolge  zu 
nehmende  Ebenen  gegeben  ist: 

x  +  s—a  =  0,    y—s—G}  =  0,     x—e  +  fb  =  0,    y  +  ^i-cä  =  0, 
ö  =  -o'i  =  1,078258. 


*)  Siehe  S,  130  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  Fig.  54  auf  der  folgenden  Seite. 
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üeber  ein  Modell  eines  Minimalflächenstückes. 


Die  dieser  Begrenzung  angehörende  Minimalfläclie  ist  diejenige,  welche 
Hr.  Prof.  Schwarz  in  seiner  von  der  Akademie  gekrönten  und  her- 
ausgegebenen Preisschrift:  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche 
S.  80 — 83*)  als  Biegungsfläche  der  von  vier  Kanten  eines  regulären 
Tetraeders  begrenzten  Minimalfläche  behandelt  hat,  und  zwar  ist  das 
von  den  obigen  vier  Ebenen  begrenzte  Stück  der  Minimalfläche  genau 
die  Biegung  des  zwischen  vier  Kanten  des  regulären  Tetraeders  lie- 
genden Stückes  der  ursprünglichen  Fläche. 

Fig.  54. 


Die  in  dem  Modell  mit  ihrer  Begrenzung  dargestellte  Fläche  ist 
auch  die  einzige  Fläche,  welche  den  analytischen  Bedingungen  genügt, 
dass  sie  Minimalfläche  sei,  dass  sie  die  vier  Ebenen  in  der  angegebenen 
Aufeinanderfolge  überall  rechtwinklig  treffe  und  in  ihrem  Innern 
keinen  singulären  Punkt  enthalte,  Hr.  Schwarz  hat  nun  auch  unter- 
sucht ,  ob  diese  Fläche  auch  wirklich  ein  Minimum  darstellt ,  d.  h.  ob 
sie  kleiner  ist,  als  alle  unendlich  nahen  Flächen,  welche  denselben 
Grrenzbedmgungen  unterworfen  sind,  und  hat  gefunden,  dass  dies  in 
der  That  nicht  der  Fall  ist,  und  dass  überhaupt  in  dem  Falle,  wo 
die  Begrenzung  nur  durch  Ebenen  vorgeschrieben  ist,  die  Minimal- 
flächen, welche  diese  Ebenen  überall  rechtwinklig  treffen,  niemals 
wirkliche  Minima  in  dem  Sinne  sind,  dass  ihre  zweite  Variation  stets 
positiv  sei,  oder  dass  sie  kleiner  seien  als  alle  unendlich  nahe  lie- 
genden Flächen,   welche  durch  dieselben  Ebenen  begrenzt  sind. 

*)  Siehe  S.  88—91  dieses  Bandes. 


Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation 
des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken 
im  Allgemeinen  und  von  Theilen  der  Schrauben- 
fläche im  Besonderen. 


Im  Octobor  1872  von  Herrn  K  um  ra er  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zn 
Berlin  mitgetheilt.  Monatsberichte  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
Jahrgang  1872,  Seite  718-735. 

Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  einem  Stücke  M  einer  Minimal- 
fläche unter  gewissen  Grenzbedingungen  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums wirklich  zukomme  oder  nicht,  hängt  im  Allgemeinen  davon  ab, 
ob  für  jede  in  Rücksicht  auf  jene  Grrenzbedingungen  zulässige  Va- 
riation des  betrachteten  Flächenstückes  die  zweite  Variation  8^S 
des  Flächeninhalts  S  desselben  positiv  ist,  oder  ob  es  auch  solche 
Variationen  desselben  gibt,  für  welche  diese  zweite  Variation  negative 
Werthe  oder  den  Werth  NuU  annimmt. 

Unter  Bezugnahme  auf  eine  ähnliche  die  Brachistochrone  be- 
treifende Formel  von  Lagrange  (Theorie  des  fonctions  analytiques, 
Seconde  partie,  chap.  XIII.)  hat  Tedönat  (Annales  de  Mathema- 
tiques  par  Gergonne,  TomeVII.  p.  284)  für  die  erwähnte  zweite  Va- 
riation eine  Formel  aufgestellt,  welche  bei  Anwendung  der  jetzt  üb- 
lichen Bezeichnungsweise  in  die  folgende  übergeht: 

^^f(x,y),    P  =  %,    «  =  -g,    S=SJsJI+^+?dxdy, 
Durch  diese  Formel  wird  die  Frage  über  den  Eintritt  des  Mini- 
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mums  in  denjenigen  Fällen  bejahend  entschieden,  in  welchen  das  sphä- 
rische Bild  des  betrachteten  Stückes  der  Minimalfläche  auf  einer 
Halbkugelfläche  Platz  findet,  während  gleichzeitig  entweder  die  ganze 
Begrenzung  von  M  bei  der  Variation  als  fest  betrachtet  wird ,  oder 
doch  die  Theile  der  Begrenzung,  welche  nicht  als  fest  betrachtet 
werden  sollen,  nur  auf  solchen  Cylinderflächen  variiren  dürfen,  deren 
erzeugende  Greraden  auf  der  Ebene  des  jene  Halbkugelfläche  begren- 
zenden Kreises  senkrecht  stehen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ge- 
währt nämlich  die  Variation  nur  einer  der  drei  Coordinaten  Resultate 
von  hinreichender  Allgemeinheit. 

Hierbei  wird  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass  die  aus  der 
Forderung  des  Verschwindens  der  ersten  Variation  hervorgehenden 
Bedingungen  für  das  betrachtete  Flächenstück  M  erfüllt  sind.  Diese 
Voraussetzung  soll  auch  in  dem  Nachfolgenden  gemacht  werden. 

Zu  den  mit  Hülfe  der  angegebenen  Formel  zu  erledigenden  Fällen 
gehören  beispielsweise  diejenigen ,  in  welchen  die  Begrenzung  aus 
vier,  ein  räumliches  Vierseit  bildenden  Kanten  eines  regelmässigen 
Tetraeders  (vergl.  Monatsbericht  vom  April  1865,  S.  149)*)  oder  aus 
acht  Kanten  eines  rectangulären  Parallelepipedons  besteht  (vergl.  des 
Verfassers :  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche ,  Nachtrag, 
S.  87)  **) ,  oder  von  zwei  Geraden  und  zwei  Ebenen  gebildet  wird, 
welche  die  in  dem  Monatsbericht  vom  Januar  d.  J.  S.  9  u.  10***) 
näher  beschriebene,  einer  Ger  gönne  sehen  Aufgabe  entsprechende 
gegenseitige  Lage  haben.  In  dem  letzten  Falle  ist  aber,  wenn  das 
in  der  zu  jener  Mittheilung  gehörenden  Figur****)  abgebildete  Flächen- 
stück S  in  Betracht  gezogen  wird,  die  Coordinate  x  als  Function  von 
y  und  ^  zu  betrachten. 

Ebenso  lässt  sich  die  erwähnte  Frage  mittelst  der  angegebenen 
Formel  entscheiden,  wenn  das  Flächenstück  M  einer  Schrauben- 
fläche angehört  und  sich  ganz  auf  einer  Seite  der  Axe  derselben 
befindet,  vorausgesetzt,  dass  die  Theile  der  Begrenzung,  welche  nicht 
als  fest  betrachtet  werden  soUen,  an  Oberflächen  von  Rotationscylin- 
dem  gebunden  sind,  deren  Axe  mit  der  Axe  der  Schraubenfläche  zu- 
sammenfällt. 

Hierdurch    wird    zugleich    eine   Vermuthung    bestätigt ,    welche 

*)  Siehe  S.  1—5  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  96  dieses  Bandes. 
♦**)  Siehe  S.  131  dieses  Bandes. 
♦♦**)  Tafel  4.  Fig.  1. 
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Hr.  Plateau  mit  folgenden  Worten  ausgesprochen  hat :  Je  suis  portö 
ä  croire  que  rh^li90ide  gauche  k  plan  directeur  n'a  pas  de  limite  de 
stabilitö,  du  moins  lorsqu'il  est  compris,  ä  Vetat  laminaire,  dans  un  Sy- 
steme solide  compose  d'une  portion  de  Taxe  et  d'une  Mike  rattachee  ä 
celui-ci  par  des  portions  droites;  en  effet,  celui  que  j'ai  r^alis^  avait 
deux  spires  completes,  et  il  ^tait  parfaitement  stable.  (Sur  les  figures 
d'equilibre  d'une  masse  liquide  sans  pesanteur.  Xlme  S^rie.  §  27. 
Memoires    de    l'Academie    royale    de  Belgique.    T.  XXXVII.    1868.) 

Die  Forderung,  dass  das  sphärische  Bild  des  betrachteten  Flächen- 
stückes  ganz  auf  einer  Halbkugel  Platz  finden  müsse,  enthält  aber 
eine  Beschränkung,  welche  in  der  Natur  der  zu  beantwortenden  Frage 
nicht  begründet  ist,  und  es  gestattet  daher  jene  Formel  in  den  Fällen, 
in  welchen  die  angegebene  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  über  den  Ein- 
tritt des  Minimums  kein  Urtheil;  z.  B.  wenn  es  sich  darum  handelt, 
zu  ermitteln,  ob  die  in  dem  Monatsberichte  vom  Januar  d.  J.  auf 
S.  9  *)  angegebenen  Schraubenflächen  unter  den  dort  näher  beschrie- 
benen Grenzbedingungen  in  jedem  Falle  die  Eigenschaft  des  Minimums 
besitzen  oder  nicht. 

Es  soll  daher  in  dem  Folgenden  zunächst  die  zweite  Variation 
d^S  in  einer  andern  Form  berechnet  werden,  welche  unter  einer  ge- 
wissen Voraussetzung  ebenfalls  die  Beurtheilung  des  Vorzeichens  ge- 
stattet und  zugleich  für  eine  allgemeinere  Anwendung  geeignet  ist. 

Das  von  Hrn.  Weierstrass  (Monatsberichte  1866  S.  619)  an- 
gegebene Grleichungssystem  (D) 

dx  =  Ol[(l-s')^(5)c?s], 
dy  =  ^[i(l+s^)5(5)^s], 
djs  =  9^[2s^(s)d5] 

ergibt  für  jede  Wahl  der  Function  %(s)  eine  bestimmte  Minimalfläche, 
sobald  festgesetzt  wird,  dass  für  einen  bestimmten  Werth  der  com- 
plexen  Variabein  s  die  Coordinaten  x,  y,  ^  vorgeschriebene  Werthe 
haben  sollen.  Ein  bestimmtes  Stück  31  dieser  Fläche  erhält  man,  so- 
bald die  Veränderlichkeit  von  s  auf  einen  begrenzten  Bereich  T  be- 
schränkt wird. 

Ebenso  erhält  man,  wird  %{s)  +  e(3(s)  an  die  Stelle  von  ^(s) 
gesetzt,  wo  «  eine  reeUe  Veränderliche  bezeichnet,  die  nur  kleine 
Werthe   annehmen   soll,   und  ®(s)   eine   für   den  Bereich  T  erklärte 


*)  Siehe  S.  131  dieses  Bandes, 
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willkürliche  Function  von  s  bedeutet,  deren  Allgemeinheit  in  ange- 
messener Weise  beschränkt  ist,  unendlich  viele  dem  Flächenstücke  M 
benachbarte  Flächenstücke,  welche  ebenfalls  Minimalflächen  angehören 
und  welche  als  Variationen  des  Flächenstückes  M  angesehen  werden 
können.  Alle  diese  Minimalflächen  haben  in  entsprechenden  Punkten 
parallele  Normalen.  Bezeichnen  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  zu  dem  Werthe  5  gehörende  Normale  der  Fläche  mit  den 
Coordinaten-Axen  einschliesst,  so  gelten  die  Grleichungen : 

Y  —    ^+^J  Y  —  ~ ^—^1  y  _    8S^  —  \ 

55,-hl  '    ^  ~  i'  K+1) '    ^  -  :^T' 

X^+r^+Z^  =  1,     XäX^YdY^ZdZ  =  0, 

Xäx-^Ydy^-Zdz  =  0, 

4dsds, 


idxy+{dYy+(dzy  = 


{ss,+iy 


in  welchen  5,  die  zu  der  Variabein  5  conjugirte  complexe  Grösse  be- 
zeichnet, deren  Gebiet  ein  dem  Bereiche  T  in  Bezug  auf  die  Axe  des 
Reellen  symmetrischer  Bereich  T^  ist. 

Bestimmt  man  nun  eine  Function  G(s)  durch  die  Bedingung,  dass 
&{s)  deren  dritte  Ableitung  ist,  so  erhält  man  bei  angemessener 
Bestimmung  der  in  die  Function  G(s)  eingehenden  Constanten,  wenn 
beim  Uebergange  von  ^  (s)  in  ^5  (*)  +  ^  ®  (^)  ^  i  V  ^  ^  in  x  +  e  dx, 
y  +  sdy,  ^+£0^  übergehen,  aus  dem  Formelsysteme  (E)  des  Hm. 
Weierstrass  (a.  a.  0.  S.  619)  die  Gleichungen 

dx  =  m[{l-s')G"{s)  +  2sG'{s)-2G{s)], 
Sy  =  ^[i{l+s')G"(s)-2isG'{s)  +  2iGis)], 
8^  =  'ü[2sG"{s)-2G\s)\, 

welche,  wenn  dx ,  dy ,  8z  als  Coordinaten  eines  Punktes  gedeutet 
werden ,  eine  Minimalfläche  darstellen.  Denkt  man  sich  in  dem  dem 
Werthepaare  s ,  s^  entsprechenden  Punkte  dieser  Minimalfläche  die 
Tangentialebene  construirt  und  auf  dieselbe  vom  Coordinatenanfange 
ein  Perpendikel  gefällt,  so  erhält  man,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
von  Hrn.  Weierstrass  (a.a.O.  S.  624)  gegebenen  Gleichung  der 
Minimalflächen  in  Ebenencoordinaten ,  für  die  Länge  dieses  Perpen- 
dikels den  Werth 

X8x+Ydy  +  Z8s  =  ^\^(^\s)-^^^^(.s)\  =  ^^i^^s,). 
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Die  Verschiebung  eines  beliebigen  Punktes  von  M,  welche  den 
Coordinatenänderungen  sdx,  sdy,  sdz  entspricht,  kann  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Tangentialebene 
dieses  Punktes  fällt,  während  die  andere  auf  derselben  senkrecht 
steht.  Die  letztere  Componente,  welche  hier  allein  in  Betracht  kommt, 
besitzt  in  Folge  der  vorhergehenden  Gleichung  die  Grösse  2eiI}{s,s^). 

Nun  sind  aber  nicht  allein  diejenigen  Variationen  von  M  zu  be- 
trachten, welche  genau  oder  näherungsweise  wieder  Minimalflächen 
sind,  sondern  überhaupt  alle  in  Rücksicht  auf  die  Grenzbedingungen 
zulässigen  Variationen. 

Man  denke  sich  daher,  was  für  den  vorliegenden  Zweck  hin- 
reichend allgemein  ist,  eine  Variation  von  M  dadurch  herbeigeführt, 
dass  jeder  Punkt  in  der  Richtung  der  Normale  der  Fläche  um  die 
Grösse  e-w{s,s^)  verschoben  wird,  wo  w(s,s^)  eine  stetige  differentiir- 
bare  Function  der  beiden  Argumente  s ,  s,  bedeutet ,  welche  für  jedes 
den  Bereichen  T,  T,  angehörende  Paar  conjugirter  Werthe  von  s  und 
s,  einen  reellen  Werth  hat. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich,  wenn  die  auf  die  va- 
riirte  Fläche  sich  beziehenden  Grössen  zur  Unterscheidung  mit  dar- 
über gesetzten  Strichen  bezeichnet  werden,  die  Gleichungen 

dx  =  dx  +  sd (w ■  X) ,  dy  =  dy  +  £d(w-Y),  dz  =  dz  +  ed{w-Z) 

und,  wenn  zur  Abkürzung  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes 

dx'+dy^+dz'  =  Ä'ds^+ B-ds-ds.+  C- ds\ 
gesetzt  wird, 

G  =  2swUs,)  +  ^'(~], 

B  =  (l+...).5(.)5,(..)  +  2^'(— ._  +  ^^^^^), 

wo  ^1(^1 )  ^6  2^  ?5(*)  conjugirte  Grösse  bezeichnet. 
Setzt  man  nun 

so  erhält  man  für  das  Element  des  Flächeninhalts  S  den  Werth 
dB  ^  \lB'-^AC'dldri. 
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Hieraus  folgt,  wenn  nach  Potenzen  von  e  entwickelt  wird, 

Wird  nun  zu  der  angegebenen  Voraussetzung  noch  die  Voraussetzung 
hinzugefügt,  dass  die  Integrationsbereiche  für  die  Flächeninhalte  S 
und  S  übereinstimmen,  so  ergibt  sich  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  aus  der  G-leichung 

Aus  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  zweite 
Variation  zwar  von  der  Gestaltung  des  sphärischen  Bildes  von 
M  abhängt,  nach  welchem  das  Gebiet,  über  das  die  Integration  zu 
erstrecken  ist,  sich  richtet,  dagegen  ganz  unabhängig  ist  von 
der  speciellen  Wahl  der  Function  g(s) ,  welche  die  Be- 
sonderheit der  analytischen  Minimalfläche  bedingt,  von 
welcher  M  ein  Stück  ist. 

Setzt  man  w  gleich  einer  Constanten,  d.  h.  geht  man  zu  den  be- 
nachbarten äquidistanten  Flächen  über,  so  sind  die  Ableitungen 
von  w  gleich  Null  und  es  ist  S—S  negativ  und  zwar  gleich  dem  Pro- 
ducte  ^us  s^w^  und  der  negativen  Grösse  des  sphärischen  Bildes 
(curvatura  integra)  von  M,  ein  Satz,  welchen  Steiner  auf  anderem 
Wege  bewiesen  und  nebst  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  im  Jahre 
1840  der  Königlichen  Akademie  mitgetheilt  hat.  (S.  Monatsbericht 
vom  April  1840  S.  118.)  Wenn  daher  die  vorgeschriebene  Begrenzung 
des  Flächenstückes  M  von  einer  Fläche  gebildet  wird,  welche  der 
geometrische  Ort  der  längs  der  Begrenzungslinie  dieses  Flächen- 
stückes construirten  Normalen  desselben  ist,  so  besitzt  das  betrach- 
tete Flächenstück  für  diese  Grenzbedingung  nicht  ein  Minimum  von 
Flächeninhalt.  Aus  demselben  Grunde  tritt  auch  in  dem  Falle,  in 
welchem  die  Begrenzung  nur  durch  Ebenen  vorgeschrieben  ist,  für 
die  Minimalflächen,  welche  diese  Ebenen  überall  rechtwinklig  treffen, 
ein  Minimum  des  Flächeninhalts  nicht  ein.  (Vergl.  Monatsbericht  vom 
Febr.  d.  J.  S.  123.)*) 


*)  Siehe  S.  150  dieses  Bandes. 
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Wird  mit  ip  eine  reelle  Function  von  |  und  rj  bezeichnet,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung 

genügt,  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  endlich,  stetig  und  eindeutig 
ist  und  im  Innern  des  Integrationsbereiches  nicht  gleich  Null  wird, 
vorausgesetzt,  dass  eine  solche  Function  existirt,  so  gestattet  der  in 
der  Grleichung  für  ö^S  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck 
folgende  Umformung: 


:^J^^-^^ 


In  Folge  dieser  Umformung  zerfäUt  das  Doppelintegral  für  8^S 
in  zwei  wohl  zu  unterscheidende  Theile. 

Der  erste  derselben  ist  wieder  ein  über  dasselbe  Gebiet  zu  er- 
streckendes Doppelintegral,  welches  nur  dann  den  Werth  Null  an- 
nimmt ,  wenn  w  ^  c-^  gesetzt  wird ,  in  jedem  andern  Falle  aber 
einen  positiven  Werth  besitzt. 

Der  zweite  Theil  ist  ein  über  den  Rand  des  Integrationsgebietes 
zu    erstreckendes    einfaches  Integral,    dessen  Element,    wenn   dl   ein 

Element  der  Begrenzungslinie   des  Integrationsgebietes  und   -^   die 

partielle  Ableitung  von  ^  genommen  in  Bezug  auf  die  Richtung  der 
inneren  Normale  dieser  Begrenzungslinie  bezeichnet,  die  Gestalt 

w^    a^     , 

ij)     dp 
annimmt. 

Den  bisherigen  Entwickelungen  liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  das  Integrationsgebiet  für  den  Flächeninhalt  der  Variation  des 
Flächenstückes  M  mit  demjenigen  für  den  Flächeninhalt  von  M  selbst 
übereinstimmt. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber,  wenn  die  Grenzbedingungen,  denen 
das  Flächenstück  M  genügen  soll,  auch  eine  Flächenbegrenzung  ent- 
halten, im  Allgemeinen  nicht  erfüllt,  da  bei  dieser  Annahme  die 
Grenzen  des  Doppelintegrals,  durch  welches  jener  Flächeninhalt  aus- 
gedrückt ist,   im  Allgemeinen  von   s  abhängen.    Es  muss  daher  für 
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diesen  Fall  zu  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  d^S  noch  ein  Ergän- 
zungsglied hinzugefügt  werden.  Wenn  dL  ein  Element  der  Begren- 
zungslinie von  M  und  R*  den  Krümmungsradius  des  auf  diesem 
Elemente  senkrechten  Normalschnittes  der  begrenzenden  Fläche  be- 
zeichnet, positiv  oder  negativ  gerechnet ,  jenachdem  der  Krümmungs- 
radius dem  Innern  von  M  zu-  oder  abgewandt  ist,  so  ist  dieses  Er- 
gänzungsglied das  über  die  Begrenzung  zu  erstreckende  Integral 

Es  ergibt  sich  also  schliesslich  für  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  von  M  folgende  Gleichung 

Wenn  nun  die  Begrenzung  von  M  als  fest  angenommen  wird,  so 
sind  nur  solche  Variationen  dieses  Flächenstückes  in  Betracht  zu 
ziehen,  bei  welchen  die  Begrenzung  nicht  geändert  wird,  die  Variation 
w  also  längs  des  ganzen  Randes  gleich  Null  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  das  in  dem  Ausdrucke  für 
d^S  vorkommende  Randintegral  den  Werth  Null.  Es  sind  dann  drei 
FäUe  zu  unterscheiden. 

I.  Wenn  es  eine  den  angegebenen  Bedingungen  genügende 
Function  ip  gibt,  welche  weder  im  Innern  noch  auf  dem  Rande  des 
betrachteten  Bereiches  gleich  Null  wird,  so  hat  die  zweite  Variation 
des  Flächeninhalts  für  alle  in  Rücksicht  auf  die  Grrenzbedingungen 
zulässigen  Variationen  einen  positiven  Werth  und  es  besitzt  daher 
das  betrachtete  Flächenstück  M  wirklich  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  dahin  erweitern,  dass  der  Schluss  auf  das 
Eintreten  des  Minimums  auch  dann  noch  gestattet  ist,  wenn  eine  den 
übrigen  Bedingungen  genügende  Function  ^  bekannt  ist,  welche  zwar 
in  einzelnen  Punkten  oder  längs  einzelner  Theüe  der  Begrenzung  des 
Integrationsbereiches  gleich  Null,  für  das  ganze  Innere  und  für  einen 
Theil  des  Randes  desselben  aber  von  Null  verschieden  ist. 

n.  Wenn  der  Bereich  T  so  beschaffen  ist,  dass  es  eine  Function 
f  gibt ,  welche ,  ohne  im  Innern  von  T  den  Werth  Null  anzunehmen, 
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am  ganzen  Rande  dieses  Bereiches  den  Werth  Null  hat,  so  ist  die 
Untersuchung  der  zweiten  Variation  allein  nicht  hinreichend ,  um  zu 
entscheiden,  ob  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintritt  oder  nicht. 
Denn  wenn  w  =  tp  gesetzt  wird,  so  wird  d^  S  gleich  Null. 

Im  Allgemeinen  wird  in  diesem  Falle  ein  Minimum  nicht  ein- 
treten, weil  die  dritte  Variation 

J  J  %{s)    \ds  J    {l+ss,y 

im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

III.  Wenn  es  aber  möglich  ist,  die  angegebene  partielle  Diffe- 
rentialgleichung so  zu  integriren,  dass  die  Function  ^  am  ganzen 
Rande  eines  T  h  e  i  1  e  s  des  Integrationsbereiches  gleich  Null,  im  Innern 
dieses  Theiles  aber  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  mit  Sicherheit 
behauptet  werden ,  dass  für  diesen  Bereich  ein  Minimum  nicht 
eintritt,  denn  es  kann  in  diesem  Falle  die  zweite  Variation  nicht 
bloss  gleich  Null  werden,  sondern  auch  negative  Werthe  an- 
nehmen. — 

Es  kommt  daher  alles  darauf  an,  zu  untersuchen,  welcher  der 
drei  Sätze  in  einem  gegebenen  Falle  Anwendung  findet;  für  diese 
Untersuchung  lässt  sich  indess  eine  allgemeine  Regel  nicht  wohl 
aufstellen. 

Da  die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  die  Function  V» 
genügen  muss,  durch  die  Formel 


*  =  ^N-il^M 


1+55, 

allgemein  integrirt  wird,  da  jeder  solchen  Function  ^  eine  der  ur- 
sprünglichen Minimalfläche  unendlich  benachbarte  Minimalfläche  ent- 
spricht, welche  dieselbe  längs  der  Linie,  längs  welcher  ^  =  0  ist, 
schneidet,  und  da  die  Eigenschaft  des  Minimums  für  jeden  Bereich 
gilt,  für  welchen  eine  solche  Function  t/;  von  Null  verschieden  bleibt, 
so  ergibt  sich  die  vollkommene  Analogie  der  Lösung  der  hier  betrach- 
teten Aufgabe  mit  der  von  Jacobi  herrührenden  Lösung  der  ent- 
sprechenden Aufgabe,  welche  die  geodätische  Linie  auf  einer  krummen 
Fläche  betrifft;  denn  wie  in  jenem  Falle  die  Schnittpunkte  mit  un- 
endlich benachbarten  geodätischen  Linien,  so  ergeben  in  diesem  Falle 
die  Schnittlinien  mit  unendlich  benachbarten  Minimalflächen  die  ent- 
scheidenden Kriterien. 
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Zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichung 


kann  dieselbe  Methode  dienen,  welche  Riemann  in  seiner  Disser- 
tation zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

angewendet  hat  und  welche  von  Hrn.  Heinrich  Weber  auf  den 
Fall  der  Differentialgleichung 

ausgedehnt  worden  ist.  (Math.  Annalen  von  Clebsch  und  Neumann, 
Bd.  1,  S.  1.) 

Setzt  tnan  in  der  Formel  für  ^  an  die  Stelle  von  G{s)  specielle 
Functionen,  z.  B.  s,  s (log 5  -f-  C) ,  s{C^- ^-\-  C.^ •  s"^),  so  erhält  man  spe- 
cielle Bereiche ,  wie  die  Fläche  einer  Halbkugel ,  einer  Kugelzone, ' 
eines  Sectors  einer  Kugelzone  u.  a. ,  längs  deren  Begrenzung  eine 
Function  t^  gleich  Null  werden  kann,  ohne  im  Innern  derselben  den 
Werth  Null  anzunehmen.  Jedem  Theile  eines  solchen  Bereiches 
entspricht  nach  dem  Satze  I  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  des 
betreffenden  Stückes  einer  Minimalfläche. 

Bei  der  Untersuchung  der  Kugelzonen  gelangt  man  zu  denselben 
transcendenten  Grleichungen ,  auf  welche  Hr.  Lindelöf  durch  die 
Untersuchung  der  zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  von  Zonen 
der  Rotationsfläche  der  Kettenlinie  geführt  worden  ist.  (Sur  les  li- 
mites  entre  lesquelles  le  cat^noi'de  est  une  surface  minima.  Acta  soc. 
scient.  Fennicae,  tom.  IX.,  Helsingfors  1871.) 

Mitunter  kann  man  durch  passende  Zusammensetzung  eine  Function 
V'  bilden,  mit  deren  Hülfe  entschieden  werden  kann,  welcher  der  drei 
angegebenen  Fälle  für  ein  gegebenes  Stück  einer  Minimalfläche  eintritt. 

Wenn  es  sich  z.  B.  darum  handelt,  zu  untersuchen,  ob  das  Flächen- 
stück, welches  durch  das  in  dem  Monatsbericht  vom  April  1865  auf 
S.  152  beschriebene  Modell  11*)  veranschaulicht  wird,   innerhalb  des 


*)  Siehe  S,  4  dieses  Bandes  und  die  Figur  auf  Tafel  2. 
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als  fest  gedachten  die  Begrenzung  bildenden  Zwölfseits  ein  Minimum 
von  Flächeninhalt  besitzt ,  so  entspricht  bei  geeigneter  Wahl  des 
Coordinatensystems ,  auf  welches  dieses  Flächenstück  bezogen  wird, 
wenn  man  s  ==  r  (cos  g?  +  ^  sin  cp)  setzt ,  die  Function 


\ß    2+r'     3.0,        7  +  5r^ 


den  Bedingungen  des  ersten  der  obigen  drei  Sätze,  vorausgesetzt, 
dass  dem  Coefficienten  y  ein  positiver  "Werth  von  hinreichender  Klein- 
heit beigelegt  wird.  — 


Die  entwickelte  allgemeine  Formel  für  d^S  soll  nun  zur  Beant- 
wortung folgender  Frage  benutzt  werden. 

Unter  welchen  Bedingungen  besitzt  der  von  zwei  geraden  Strecken 

und  von   zwei  Schraubenlinien  begrenzte ,    einfach  zusammenhängende 

Theil    der    Schraubenfläche     x  +  yig^  =  0,    welcher    zwischen    den 

Ebenen 

0  =  —an  =  —^H    und    z  =  -{- ajt  =  +^H 

und  zugleich  innerhalb  der  Cylinderfläche  x^-\-y^  =  R^  liegt,  ein  Mi- 
niraum von  Flächeninhalt?  und  zwar 

erstens  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  ganze  Begrenzung 
desselben  als  fest  betrachtet  werden  soll, 

zweitens  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  beiden  ge- 
raden Strecken  der  Begrenzung  als  fest  betrachtet  werden,  während 
die  beiden  andern  Begrenzungstheile  auf  der  Cylinderfläche  variiren 
dürfen. 

Aus  den  Formeln  (D)  des  Hrn.  "Weierstrass  ergibt  sich  die 
Schraubenfläche  x  +  ytgz  =  0,  wenn  man 

setzt  und  die  Bedingung  stellt,  dass  die  fünf  Variabein  q,  <p,  x,  y,  z 
gleichzeitig  den  Werth  Null  annehmen  sollen ;  das  betrachtete  Stück 
der  Schraubenfläche  erhält  man,  wenn  man  die  Veränderlichkeit  der 
Variabein  q  und  qp  auf  die  Grebiete 

beschränkt,  wo  /3  den  Werth  log  (i?  +  VI  +  -K*)  bezeichnet,  also 
■R  =  ^(/_e-i»)  ist. 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandloiigen.  I.  11 
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Man  setze  G{s)  =  s 
gibt  sich 


),  wo  A  =  -s-  zu  wählen   ist,    so  er- 


wenn 

U(q,X)  =  A(e^?  +  e-^?)(e?  +  e-?)-(e^?-e-^?)(e?-e-^) 

gesetzt  wird. 

Die  Function   U  genügt  den  Gleichungen 

für  wachsende  positive  Werthe  von  q  nimmt  daher  diese  Function 
beständig  zu,  wenn  X  grösser  als  1  ist,  dagegen  beständig  ab,  wenn 
A  kleiner  als  1  ist ,  während  dieselbe ,  wenn  A  gleich  1  ist ,  den  con- 
stanten  Werth  4  hat. 

Wird  nun  erstens  die  ganze  Begrenzung  als  fest  angesehen 
und  ist  a  gleich  ^  oder  kleiner  als  | ,  d.  h.  ist  die  Höhe  H  des  be- 
trachteten Flächenstückes  gleich  der  Höhe  eines  halben  Schrauben- 
ganges oder  kleiner,  so  nimmt  die  Function  t/>  innerhalb  des  zu  be- 
trachtenden Bereiches  nur  positive  Werthe  an,  und  es  besitzt  daher 
in  diesem  Falle  das  betrachtete  Flächenstück  für  jeden  Werth  von  R 
ein  Minimum  von  Flächeninhalt.  Dieses  ergibt  sich  übrigens  auch 
daraus ,  dass  das  sphärische  Bild  desselben  in  diesem  Falle  ganz  auf 
einer  Halbkugelfläche  Platz  findet. 

Ist  hingegen  a  grösser  als  |,  also  X  =  ^  kleiner  als  1,  so  gibt 
es  jedesmal  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  q  ,  für  welche 
U{q  ,  A)  gleich  Null  wird.  Es  gibt  also  in  diesem  Falle  eine  Grenze 
ß^ ,  unterhalb  welcher  ß ,  und  also  auch  eine  Grenze  B^ ,  unterhalb 
welcher  R  liegen  muss,  damit  auf  das  betrachtete  Flächenstück  der 
Satz  I  Anwendung  finde. 

Für  einige  Werthe  von  a  enthält  die  folgende  kleine  Tabelle  die 
zugehörenden  Grenzwerthe  für  R  und  für  das  Verhältniss  des  Cy- 
linderdurchmessers  zur  Höhe  eines  Schraubenganges. 


a 

^  =  i 

i^o 

R,:^ 

h 

1 

00 

oo 

1 

f 

2 

0,63662 

1 

h 

^^3 

0,55133 

t 

h 

[HV3+i)]^ 

0,50820 

c» 

0 

1,50888 

0,48029 
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Wenn  nämlich  a  von  \  bis  +  oo  wächst ,  so  nimmt  die  einzige 
positive  Wurzel  /S^  der  Gleichung  ü(ßQ,  X)  =  0  beständig  ab  und 
zwar  bis  zu  einem  Werthe  b  =  1,1996786  ••  •,  welcher  der  Gleichung 

(e'  +  e~')-b{e'-e-')  =  0 
genügt;  diesem  Werthe  entspricht  R^  =  1,50888. 

Aus  der  vorangegangenen  Untersuchung  folgt  also : 

Das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche  besitzt  innerhalb 
seiner  Begrenzung  ein  Minimum  des  Flächeninhalts,  wenn  U{ß,-^) 
positiv  ist. 

In  dem  Grenzfalle  ü{ß,^)  =  0  ergibt  sich mr  w  =  ip  d'S  =  0, 
d^S  =^  0.  Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  in  diesem  Falle  ein  Mi- 
nimum eintritt  oder  nicht,  erfordert  daher  die  Prüfung  der  vierten 
Variation  für  die  Annahme  w  =  tf;. 

Ist  ü(ß,-^)  negativ,  so  besitzt  das  betrachtete  Flächen- 
stück innerhalb  seiner  Begrenzung  nicht  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt. — 

Wenn  zweitens  nur  die  beiden  geraden  Strecken  der  Be- 
grenzung als  fest  angesehen  werden,  während  die  beiden  andern  Be- 
grenzungstheile  auf  der  Cylinderfläche  x^+  y^  =  R^  variiren  dürfen, 
so  ist  die  Variation  iv  nur  iür  (p  =  ±  ajt,  nicht  aber  für  9  =  ±  /3 
gleich  Null  zu  setzen.  Die  Bedingung,  dass  U(^ß,  -^)  positiv  sei,  ist 
in  diesem  Falle  für  das  Eintreten  des  Minimums  zwar  nothwendig, 
aber  nicht  hinreichend. 

Es  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

R*  =  ii?.(e'*  +  e-^)^  =  i(/_e-^)(e'*+e-^)% 

—  an      — ß 

—  an 

11* 
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Setzt  man  nun  A  =  -^  und  w  =  ip ,  so  ist  d^  S  positiv ,  gleich 
Null,  oder  negativ,  jenachdem  ü(J^,2tt)  negativ,  gleich  Null,  oder 
positiv  ist.  Umgekelirt :  das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche 
besitzt  ein  Minimum  von  Flächeninhalt,  wenn  ^^(-£-,2«)  negativ  ist. 

In  dem  Grrenzfalle  U{^,2(x)  =  0  ist,  da  für  die  Annahme 
w  =  ip  auch  d^S  gleich  Null  wird,  die  Untersuchung  der  vierten 
Variation  erforderlich,  um  zu  entscheiden,  ob  ein  Minimum  eintritt 
oder  nicht. 

Wenn  a  gleich  |  oder  grösser  als  ^  ist,  so  ist  die  Function 
U(-^,2aj  für  jeden  reellen  Werth  von  ß  positiv;  mit  anderen 
Worten:  ist  die  Höhe  H  des  betrachteten  Flächenstückes  gleich  der 
Höhe  eines  halben  Schrauben  ganges  oder  grösser,  so  besitzt  dasselbe 
unter  den  angegebenen  Grenzbedingungen  nicht  ein  Minimum  von 
Flächeninhalt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  in  dem  Monatsbericht  vom  Januar  d.  J. 
auf  S.  9  angegebenen  Schraubenflächen*),  sobald  der  ganzen  Zahl  n 
ein  von  0  und  —1  verschiedener  Werth  beigelegt  wird,  unter  den 
daselbst  angegebenen  Grrenzbedingungen  ein  Minimum  von  Flächen- 
inhalt nicht  besitzen. 

Ist  hingegen  a  kleiner  als  |-,  mithin  X  =  -^  grösser  als  1,  d.  h. 
enthält  das  betrachtete  Flächenstück  weniger  als  einen  halben  Schrauben- 
gang, so  nimmt  die  Function  U{ßk,  {-)  für  wachsende  positive  Werthe 
von  ß  beständig  ab  und  wird,  sobald  ß  einen  gewissen  Werth  ß^  über- 
schritten hat,  negativ.  Wenn  daher  R  grösser  ist  als  ein  durch 
die  Grleichungen 

von  a   abhängender  Grrenzwerth  R'^,    welcher  nebst  dem  Verhältnisse 
H:2Rl  für  einige  Werthe  von  u  aus  der  Tabelle: 


1=)  Siehe  S.  132  dieses  Bandes 
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«•360'* 


180» 

120'' 

90° 

eo** 

O'' 


A  = 


H:2B: 


-W5 

2ä 

iv^2 

3t 

2^2 

Wv/3-1 

TC 

3Vv/3-l 

0 

TT 

2-1,1996786 

=  0,93664 

=  1,11072 

=  1,22393 

=  1,30935 


entnommen  werden  kann,  so  besitzt  das  betrachtete  Fläclienstück  ein 
Minimum  von  Flächeninhalt. 

Aus  der  vorstehenden  Tabelle  ergibt  sich,  dass  die  auf  S.  9  des 
Monatsberichts  vom  Januar  d.  J.  *)  angegebenen  Schraubenflächen, 
für  welche,  wenn  2w+l  ==  ±1  gesetzt  wird,  die  hier  mit  a  bezeich- 
nete Grösse  den  Werth  |  hat,  unter  den  daselbst  angegebenen  Grrenz- 
bedingungen  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  besitzen,  wenn  R  grösser 
als  I  \J2  ist ,  dass  dieses  aber  nicht  der  Fall  ist ,  wenn  B  kleiner  als 
^v/2  ist. 

"Wenn  man  an  die  Stelle  von  x,  y,  ^,  R  beziehlich  k~^x',  l~^y', 
A~'/,  X~^R'  setzt  und  hierauf  zur  Grenze  A  =  oo  übergeht,  so  tritt 
an  die  Stelle  des  betrachteten  Stückes  der  Schraubenfläche  die  Fläche 
eines  ebenen  Rechteckes 


^'=0,      y"^R", 


a^)^ 


Die  beiden  Seiten  x'  =  0,  /  ^  i  i^f  dieses  Rechteckes  werden  als 
fest  betrachtet,  die  beiden  andern  Theile  der  ßegrenzungslinie  dürfen 
auf  der  Cylinderfläche  x'^+y'^  =  R'^  variiren. 

Ist  R'  grösser  als  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

(e''^e-')-b{e''-e-')  =  0, 

also  grösser  als  b  ==  1,1996786  •  • ,  so  besitzt  jenes  ebene  Flächen- 
stück ein  Minimum  von  Flächeninhalt,  ist  dagegen  R'  kleiner  als'  diese 
Wurzel,  so  gibt  es  benachbarte,  denselben  Grenzbedingungen  genügende 


*)  Siehe  S.  132  dieses  Bandes. 
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Fläclienstücke ,   welche  einen  noch  kleineren  Flächeninhalt  als  jenes 
Rechteck  haben. 

Dieses  Resultat  kann  man  auch  auf  anderem  Wege  direct  her- 
leiten ,  indem  man  an  die  Stelle  der  Ebene  x'  =  0  eine  die  beiden 
Greraden  x' =  0,  z'  =  ±  \n  enthaltende  Fläche  x'  =  s-w{y\z') 
setzt,  eine  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  von  den  beiden  Greraden 
und  von  der  Cylinderfläche  x'^+y'^  ==  R'^  begrenzten  Stückes  dieser 
Fläche  aufstellt  und  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  s  entwickelt. 
An  die  Stelle  der  Function  f  in  den  bisherigen  Entwickelungen  tritt 
die  Function 

Setzt  man  R'  =  h  und  iv  =  ^',  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 
S'^S  =  0,  d'^S  =  0,  während  d*S  einen  negativen  Werth  erhält. 
In  diesem  Falle  tritt  also  auch  an  der  Grrenze  ein  Minimum  des 
Flächeninhalts  nicht  ein.  — 

Die  gewonnenen  Untersuchungsergebnisse  sind  einer  interessanten 
Veranschaulichung  fähig. 

"Wenn  man  auf  experimentellem  Wege  mittelst  der  Pia te au- 
schen Glycerinseifenflüssigkeit  und  geeigneter  Vorrichtungen  eine 
Seifenwasserlamelle  herstellt,  welche  einem  den  in  Betracht  gezogenen 
Grenzbedingungen  genügenden  Stücke  einer  Minimalfiäche  entspricht, 
so  wird  diese  Lamelle  sich  nur  dann  im  Zustande  der  Stabilität  be- 
finden ,  wenn  das  betrachtete  Flächenstück  im  mathematischen  Sinne 
unter  Voraussetzung  jener  Grenzbedingungen  wirklich  ein  Minimum 
von  Flächeninhalt  besitzt.  Wenn  es  daher  irgendwie  gelungen  ist, 
durch  eine  Seifenwasserlamelle  für  einen  Moment  ein  Minimalflächen- 
stück  zu  realisiren ,  welchem  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  nicht 
zukommt,  so  wird  sich  dieser  Umstand  dadurch  zu  erkennen  geben, 
dass  jene  Lamelle  in  der  Lage,  in  welcher  sie  sich  in  jenem  Momente 
befindet,  nicht  zur  Ruhe  gelangt,  sondern  sich  von  derselben  allmählig 
immer  mehr  entfernt,  bis  sie  eine  von  der  ursprünglichen  Gestalt 
vielleicht  sehr  verschiedene  stabile  Gleichgewichtsgestalt   erlangt  hat. 

Ist  hierbei  die  Vorrichtung,  welche  die  Seifenwasserlamelle  den 
Grenzbedingungen  anpasst ,  so  beschaffen  ,  dass  ein  Theil  derselben 
beweglich  ist,  entsprechend  einem  in  den  Grenzbedingungen  enthal- 
tenen Parameter,  so  lässt  sich  die  Grenze,  bei  welcher  die  Stabilität 
aufhört,  auf  experimentellem  Wege  ermitteln.  Für  den  Fall  einer 
Zone   der   durch  Rotation  einer  Kettenlinie   um  ihre  Directrix  entste- 
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henden  Fläche  hat  bekanntlich  Hr.  Plateau  eine  solche  Unter- 
suchung wirklich  ausgeführt.  (Sur  les  figures  d'^quilibre  d'une  masse 
liquide  sans  pesanteur.  Vme  Serie.  §  2,  3,  11,  15.  Vllme  Serie. 
§  21,  22.  Xme  Sörie.  §  29.  Wegen  allgemeiner  hierher  gehörender 
Bemerkungen  vgl.  Xlme  Serie  §  33,  34.  Memoires  de  l'Acadömie 
royale  de  Belgique.  T.  XXXIII— XXXVII.  1860—68.)  Durch  Ver- 
gleichung  mit  dem  theoretischen  Ergebnisse  erhält  man  ein  Urtheil 
über  das  Mass  der  grösseren  oder  geringeren  Grenauigkeit,  mit  der  es 
gelungen  ist,  den  mathematischen  Bedingungen  durch  das  Experiment 
zu  entsprechen. 

Bei  den  Experimenten,  welche  ich  angestellt  habe,  entspricht  der 
Cylinderfläche  x^-\-y^  =  J2*  ein  Grlascylinder ,  die  beiden  geraden 
Strecken  der  Begrenzung  werden  durch  zwei  Drähte  von  der  Länge 
des  inneren  Cylinderdurchmessers  vertreten ,  welche  durch  passende 
Führungen  in  einer  zur  Cylinderfläche  senkrechten  Lage  erhalten 
werden.  Wird  der  Apparat  in  die  Flüssigkeit  getaucht  und  wieder 
herausgezogen,  so  zeigen  sich  bei  Anwendung  geeigneter  Vorsichts- 
massregeln die  beiden  Drähte  durch  eine  die  innere  Cylinderwandung 
rechtwinklig  treffende  Lamelle  mit  einander  verbunden,  welche  die 
Gestalt  der  Fläche  eines  ebenen  Rechteckes  oder  eines  Theiles  einer 
Schraubenfläche  besitzt,  jenachdem  die  beiden  Drähte  parallel  einge- 
stellt sind  oder  nicht.  Durch  Aenderung  des  Abstandes  der  beiden 
Drähte  und  des  Winkels ,  den  dieselben  mit  einander  bilden ,  können 
dem  Verhältnisse  H:2R  und  der  Grösse  a  verschiedene  Werthe  bei- 
gelegt werden.  Wenn  die  Stabilitätsgrenze  überschritten  wird,  so 
degenerirt  die  erwähnte  Lamelle  in  zwei  ebene  halbkreisförmige  La- 
mellen, welche  je  einen  der  beiden  Drähte  mit  der  inneren  Cylinder- 
wandung verbinden.  Sowohl  wenn  «  gleich  0,  als  auch  wenn  «  gleich 
I  gesetzt  wurde,  ergab  sich  zwischen  den  auf  experimentellem  Wege 
bestimmten  Stabilitätsgrenzen  für  das  Verhältniss  H:2R  und  den 
theoretischen  Werthen  der  obigen  Tabelle  eine  befriedigende  Ueber- 
einstimmung ;  genauere  Messungen  anzustellen  muss  ich  Physikern  über- 
lassen. 
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Zuerst  im  XIX.  Jahrgange  der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich, 
S.  243—271,  veröffentlicht.  Ein  zweiter,  einige  Aenderungen  enthaltender  Abdruck  erschien  im 
80.  Bande  des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  S.  280—300. 

Die  Variationsrechnung  zeigt,  dass  dasjenige  Fläclienstück,  welches 
unter  allen  von  derselben  Randlinie  begrenzten  Flächenstücken  mög- 
lichst kleinen  Flächeninhalt  hat,  in  jedem  seiner  Punkte  gleich  grosse 
und  entgegengesetzt  gerichtete  Hauptkrümmungsradien  besitzen  muss. 
Da  nun  auch  umgekehrt  allen  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  in 
jedem  ihrer  Punkte  gleich  Null  ist,  die  Eigenschaft  zukommt,  dass 
sich  Stücke  derselben  abgrenzen  lassen,  welche  unter  allen  je  von 
denselben  Randlinien  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzen,  so  werden  die  in  Rede  stehenden  Flächen  überhaupt 
Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  oder  kurz  Minimalflächen  ge- 
nannt. Die  Titel  einer  grossen  Anzahl  von  Abhandlungen,  welche 
sich  auf  diese  Flächen  beziehen ,  findet  man ,  zumeist  mit  einer  mehr 
oder  weniger  ausführlichen  Inhaltsangabe  in  den  Einleitungen  der 
beiden  Schriften: 

„lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begren- 
zung/^ Eine  Abhandlung  von  Bernhard  Riemann.  Bear- 
beitet von  K.  Hattendorff.  13.  Bd.  der  Abhandlungen  der 
Königlichen  Gresellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  1867. 
;,Sulle  proprietä  generali  deUe  superficie  d'area  minima.''^  Mem. 
del  prof.  E.  Beltrami.  Memorie  dell' Accademia  delle  Scienze 
deir  Istituto  di  Bologna.  Serie  2,  Tomo  VII.  1868. 
und  in  den  beiden  Werken: 

Todhunter,    History   of  the  Progress   of  the  Calculus  of  Va- 
riations,  Cambridge  and  London,  1861. 
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J,  Plateau,   Statique  expMmentale   et  theorique  des  Liquides, 

Gand  et  Leipzig,  1873. 
angeführt,  auf  welche  hier  verwiesen  wird. 

Der  Umstand,  dass  die  Bedingung  für  das  Eintreten  des  stabilen 
Gleichgewichtszustandes  einer  flüssigen  Lamelle,  auf  welche  äussere 
Kräfte  nur  längs  des  Randes  einwirken,  übereinstimmt  mit  der  Be- 
dingung, dass  diese  Lamelle  innerhalb  der  Begrenzung,  an  welcher 
sie  adhärirt ,  ein  Minimum  von  Oberfläche  besitze ,  ist  von  Herrn 
Plateau  mit  glücklichstem  Erfolge  dazu  benutzt  worden,  um  Stücke 
von  Minimalflächen ,  deren  Begrenzung  in  mannigfaltiger  "Weise  vor- 
geschrieben werden  kann ,  auf  physikalischem  "Wege  zur  Anschauung 
zu  bringen.  Die  grosse  Vergänglichkeit  der  aus  gewöhnlichem  Seifen- 
wasser gebildeten  Lamellen  legte  den  Wunsch  nahe ,  "zu  dem  angege- 
benen Zwecke  eine  Flüssigkeit  benutzen  zu  können ,  deren  Lamellen 
längere  Zeit  andauern.  Dieser  Forderung  entspricht  in  hohem  Grade 
eine  Flüssigkeit,  welche  Herr  Plateau  bereiten  gelehrt  hat  und 
welche  unter  dem  Namen  des  PI ate auschen  Glycerinseifenwassers 
bekannt  ist;  mittelst  desselben  gelingt  es  auf  die  einfachste  Weise, 
Stücke  von  Minimalflächen  durch  flüssige  Lamellen  zur  Anschauung 
zu  bringen,  welche  unter  günstigen  Umständen  stundenlang  andauern. 

Besonderen  Anspruch  auf  Dank  hat  Herr  Plateau  sich  neuer- 
dings auch  dadurch  erworben ,  dass  derselbe  seine  zahlreichen  Unter- 
suchungen über  den  Gleichgewichtszustand  der  Flüssigkeiten,  die 
Früchte  jahrelanger  vom  schönsten  Erfolge  gekrönter  Forschungen,  in 
Verbindung  mit  einer  eingehenden  Würdigung  der  einschlägigen  Ar- 
beiten anderer  Physiker  und  Mathematiker,  gesammelt  in  zwei  Bänden 
unter  dem  oben  angeführten  Titel,  allen  denen  leicht  zugänglich  ge- 
macht hat ,  welche  nicht  die  Gelegenheit  haben ,  diese  inhaltreichen 
Abhandlungen  aus  den  Schriften  der  belgischen  Akademie,  in  welchen 
sie  zuerst  veröffentlicht  worden  sind,  kennen  zu  lernen. 

Die  Mittheilung  der  vorliegenden  Miscellen  geht  aus  dem  Wunsche 
hervor ,  zur  Verbreitung  des  Interesses  für  die  in  so  mannigfacher 
Beziehung  merkwürdigen  Minimalflächen  etwas  beizutragen.  Herr 
W.Fiedler  erwies  dem  Verfasser  die  Ehre,  der  jüngst  erschienenen 
zweiten  Auflage  der  deutschen  Ausgabe  der  Analytischen  Geometrie 
des  Raumes  von  George  Salmon  einen  Auszug  aus  dem  Folgenden 
als  Anhang  beizugeben. 

I. 

Einen  wichtigen   Schritt  zur  Erforschung  geometrischer  Eigen- 
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Schäften  der  Minimalflächen  that  Herr  Ossi  an  Bonnet  (siehe  dessen 
Abhandlung:  Liouvilles  Journal,  2.  Sörie,  Tome  V.  p.  221—252,  1860), 
indem  derselbe  die  bekannte  durch  parallele  Normalen  vermittelte 
Beziehung  der  Punkte  einer  krummen  Fläche  zu  den  Punkten  einer 
Kugelfläche  vom  Radius  1  der  Untersuchung  der  Minimalflächen  zu 
Grunde  legte.  Es  ergab  sich  hierbei  (1.  c.  p.  227 ,  Formel  53)  das 
folgenreiche  Resultat,  dass  das  Quadrat  des  Linienelementes  einer 
Minimalfläche  an  jeder  Stelle  dem  Quadrate  des  entsprechenden  Linien- 
elementes der  Kugelfläche  proportional  ist.  Herr  Ossian  Bonnet 
zog  hieraus  den  Schluss,  dass  die  den  Meridianen  und  Parallelkreisen 
der  Kugelfläche  entsprechenden  Linien  einer  Minimalfläche  sich  nicht 
nur  stets  rechtwinklig  schneiden,  wie  bereits  Herr  Minding  im 
Jahre  1849  gefunden  hatte  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  44,  S.  70), 
sondern  dass  dieselben,  was  noch  mehr  besagt,  ein  System  sogenannter 
isometrischer  Linien  bilden,  d.  h.  solcher  Linien,  welche  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Quadrate  zu  theilen  vermögen,  —  und  dass  überhaupt 
jedem  Systeme  von  isometrischen  Linien  auf  der  Kugelfläche  ein 
System  isometrischer  Linien  auf  der  Minimalfläche  entspricht.  Nun 
ist  aber  mit  jedem  Curvensystem  auf  einer  Fläche ,  welches  dieselbe 
in  unendlich  kleine  Quadrate  zu  theilen  vermag  (vergl.  Liouvilles 
Journal,  Tome  XII.  p.  294,  1847),  eine  conforme  Abbildung  dieser 
Fläche  auf  eine  Ebene  verbunden ,  bei  welcher  jeder  von  den  beiden 
das  Curvensystem  bildenden  Schaaren  von  Curven  auf  der  Fläche 
eine  Schaar  paralleler  Geraden  in  der  Ebene  entspricht.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Gaussische  Auflösung  der  Aufgabe:  die  Theile  einer 
gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  conform,  d.  h. 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich ,  abzubilden ,  enthält  daher  die  von 
Herrn  Ossian  Bonnet  gegebene  Formel  nicht  allein  den  Satz,  dass 
bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  Zuordnung  der  Punkte 
einer  Minimalfläche  und  einer  Kugelfläche  entsprechende  Linienele- 
mente an  jeder  Stelle  einander  proportional  sind,  sondern  auch  den 
Satz,  dass  durch  die  erwähnte  Zuordnung  jede  der  beiden  Flächen 
auf  die  andere  conform  abgebildet  wird.  Denn  nach  dem  Ergebnisse 
der  Gaussischen  Untersuchung  sind  diese  beiden  Sätze  vollkommen 
äquivalent  und  jeder  derselben  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes, 
welcher  in  der  erwähnten  0  s  s  i  a  n  Bonn  et  sehen  Formel  seinen  ana- 
lytischen Ausdruck  findet. 

Man  kann   den   angeführten  und  einige   andere  allgemeine  Sätze, 
welche  Minimalflächen  betreffen ,    auf  einfache  Weise  ableiten ,  indem 
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man  die  unabhängigen  Variablen  p,  q,  als  deren  Functionen  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  s  eines  Punktes  der  Minimalfläche  be- 
trachtet werden,  so  wählt,  dass  die  Curven  p  =  const.  mit  der  einen, 
die  Curven  q  =  const,  mit  der  anderen  Schaar  der  Krümmungslinien 
der  Fläche  zusammenfallen.  Bezeichnen  X,  T,  Z  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  diejenige  Richtung  der  Normale  der  Minimalfläche  in 
dem  Punkte  x,  p,  ^  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  welche  mit  der 
Richtung  des  der  Krümmungslinie  2^  =  const.  angehörenden  Haupt- 
krümmungsradius Q  der  Fläche  in  diesem  Punkte  zusammenfällt,  so 
erhält  man  in  Folge  des  Parallelismus  des  Elementes  einer  Krümmungs- 
linie und  seines  sphärischen  Bildes  und  des  bekannten  Verhältnisses 
der  Längen  beider  (vergl.  einen  Aufsatz  von  Rodrigues,  Correspon- 
dance  sur  l'Ecole  polytechnique,  vol.  III.  p.  162,  1815,  und  einen  Auf- 
satz des  Herrn  Weingarten,  Journal  für  Mathematik,  Bd.  62, 
S.  160—165,  1862) 


Setzt  man  hierauf 


,  /ax,      öX,\ 

/ÖZ,        äZ^\ 


dz  == 


/öxv    /arv    /azv  _ 

\dp)  '^\dp)^\dp)  ~ 


dx  ^    ar  ^    ^  az  _ 

dp     dq        dp     dq       dp     dq  ' 

so  ist  wegen  der  Orthogonalität  der  Curven  p  =  const.  und  q  =  const. 
F  =  0 ,  und  man  erhält ,  wenn  dl  die  Länge  eines  Linienelementes 
der  Minimalfläche ,  dL  die  Länge  des  entsprechenden  Linienelementes 
der  Kugelfläche  X'+Y'+Z'  =  1  bezeichnet, 

dP  =  {dxY+{dyy-\-{dzf  =  Q\Edp'+Gdq')  = 

=  Q'[{dxy-{-{dYy+{dzy]  =  Q^du. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  bei  der  durch  parallele  Normalen 
vermittelten  Beziehung  der  Punkte  einer  Minimalfläche  zu  den  Punkten 
einer  Kugelfläche  vom  Radius  1  die  erstere  auf  die  letztere  conform 
abgebildet  wird  und  dass   hierbei  die  lineare  Vergrösserung  an  jeder 
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einzelnen  Stelle  dem  reciproken  Werthe  des  Hauptkrümmungsradius 
gleich  ist.  Weil  die  Ausdrücke  für  dx,  dy,  dz  vollständige  DiiFeren- 
tiale  sein  müssen,  so  müssen  dieselben  der  bekannten  Integrabilitäts- 
bedingung  genügen.  Stellt  man  diese  Bedingung  für  die  drei  Aus- 
drücke aufj  so  erhält  man  mit  leichter  Mühe  die  Grleichungen 

Hieraus  folgt,  dass  qE  eine  Function  von  p  allein,  qG  eine  Function 
von  q  allein  ist.     Führt  man  daher  mittelst  der  Grleichungen 

dp^  =  SJQE'dp,      dq^  =  ^^G-dq 

zwei  neue  Variable  ein  und  wählt  diese  zu  unabhängigen  Variablen, 
•bezeichnet  dieselben  auch  der  Einfachheit  halber  wieder  mit  p ,  q,  so 
hat  man  zu  setzen 

E  ^  G  =  —,       dV  =  Q(dp'+dq'),       dU  =  ^!±i^. 
Q  Q 

Hieraus  ergibt  sich  der  von  Herrn  Ossian  Bonnet  zuerst  ausge- 
sprochene Satz  (Comptes  rendus  1853 ,  Tome  37.  p.  532 ) ,  dass  eine 
Minimalfläche  durch  ihre  beiden  Schaaren  von  Krümmungslinien  in 
unendlich  kleine  Quadrate  getheilt  werden  kann,  oder  mit  anderen 
Worten :  Jede  Minimalfläche  kann  in  der  Art  auf  eine  Ebene  conform 
abgebildet  werden,  dass  den  beiden  Schaaren  Krümmungslinien  zwei 
Schaaren  von  parallelen  Greraden  (p  =  const.,  q  =  const.)  entsprechen, 
und  zwar  ist  das  Vergrösserungsverhältniss  bei  dieser  Abbildung  der 
Quadratwurzel  aus  der  Länge  des  Hauptkrümmungsradius  in  dem  be- 
trachteten Punkte  der  Minimalfläche  umgekehrt  proportional.  Bei 
dieser  Abbildung  entspricht  zugleich  jeder  Asymptotenlinie  der  Mini- 
malfläche, welche  die  Schaar  der  Krümmungslinien  unter  45°  schneidet, 
und  überhaupt  jeder  isogonalen  Trajectorie  der  Krümmungslinien  eine 
gerade  Linie.  Man  kann  den  obigen  Satz  auch  aussprechen  wie  folgt : 
Der  Abstand  zweier  unendlich  benachbarten  Krümmungslinien  einer 
Minimalfläche  ist  überall  der  Quadratwurzel  aus  dem  Hauptkrümmungs- 
radius der  Minimalfläche  direct  proportional. 

IL 

Führt   man   nun   mit  Herrn  Weierstrass  (Monatsberichte  der 
Berliner  Akademie  1866,  S.  618)  die  complexen  Grrössen 
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X  +  Yi  _  ^      ]^zZi  =  s 


\-Z  '       \^z 

als  neue  Variable  ein ,  von  welchen  die  erste  durch  einen  Punkt  der 
Xy-Ebene  geometrisch  dargestellt  wird,  welcher  bei  der  stereographi- 
schen Projection  der  Kugelfläche  vom  Punkte  X  =  0,  Y=0,  Z=l 
aus  auf  die  Aequatorebene  Z  =  0  dem  Punkte  X,  Y,  Z  der  Kugel 
entspricht,  so  erhält  man 

(äxy+(dYy+iäzy  =  ^^^_^^^.  ^     . 

Da  nun  ds  •  ds^  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  in  der 
Ebene  bedeutet ,  deren  Punkte  die  complexe  Grösse  s  geometrisch  dar- 
stellen, und  da  die  Länge  dieses  Linienelementes  der  Länge  des 
Linienelementes  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  p  +  qi  propor- 
tional ist,  wie  die  vorstehende  Gleichung  lehrt,  so  ist  jede  der  beiden 
Ebenen  eine  conforme  Abbildung  der  anderen,  also  ist  die  complexe 
Grösse  s  entweder  eine  Function  des  complexen  Argumentes  0  =  p  -{-  qi^ 
oder  des  complexen  Argumentes  <?i  ==  p  —  q  i-  Man  kann  also,  indem 
man  nöthigenfalls  q  mit  —q  vertauscht,  allgemein 

setzen,  wo  f  und  /",  zwei  conjugirte  analytische  Functionen  bezeichnen. 
Drückt  man  alle  übrigen  Grössen  durch  die  Grössen  s,  s^,  0,  6^  aus, 
so  erhält  man 

(Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Enneper,  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik 1864,  Band  IX,  S.  107.)    Betrachtet  man  nun  s  und  s.  als  un- 
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abhängige    Variable,   während  ^(s)    eine   Function   von  s   bezeichnet, 
welche  durch  die  Gleichung 


*( 


^^*  =  m 


ds  J 


bestimmt  ist ,  so  ergibt  sich ,  wenn  der  vorgesetzte  Buchstabe  Üi  be- 
deutet, dass  der  reelle  Theil  der  nachfolgenden  coraplexen  Grrösse 
genommen  werden  soll  (vergl.  Monatsberichte  1866,  S.  619), 


So 


ds, 
dr  =  dx'+df+d^'  =  {l+ss,y%{s)^,{s,)ds-ds,, 

Q  =  i(l+s«i)'\/i5(«)-i5i(«i)>  wo  gi(sj  die  zu  ^(s)  conjugirte  com- 
plexe  Grrösse  bezeichnet.  Zu  jeder  Function  ^(s)  des  coraplexen  Ar- 
gumentes s  gehört  in  Folge  dieser  Formeln  eine  Minimalfläche  und 
zwar  ist  diese  Fläche ,  wie  Herr  Weierstrass  nachgewiesen  hat 
(a.  a.  0.  S.  621),  stets  dann  und  nur  dann  eine  algebraische  Fläche, 
wenn  die  Function  ^(s)  die  dritte  Ableitung  einer  algebraischen 
Function  von  s  ist. 

"Weil  die  Grleichungen  für  dx ,  dy,  dz  in  Bezug  auf  die  Function 
%  (s)  linear  sind ,  so  erhält  man ,  wenn  man  nach  der  Reihe  für  ^  (s) 
setzt  9i(s),  cpiis),  <Pi{s!)  +  fiis) ,  folgenden  allgemeinen  Satz:  Ordnet 
man  die  Punkte  zweier  Minimalflächen  F^  und  F^  in  der  "Weise  ein- 
ander zu,  dass  die  Normalen  beider  Flächen  in  entsprechenden  Punkten 
einander  parallel  sind,  und  construirt  zu  jedem  Paare  entsprechender 
Punkte  von  F^  und  F^  einen  dritten  Punkt,  dessen  Coordinaten  be- 
züglich die  Summen  der  gleichnamigen  Coordinaten  der  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  sind,  so  beschreibt  auch  dieser  dritte  Punkt  eine 
Minimalfläche  und  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Punkten 
der  drei  Minimalflächen  sind  einander  parallel.  Dieser  Satz  wurde 
im  Jahre  1865  von  Herrn  "Weierstrass  den  damaligen  Mitgliedern 
des  an  der  Berliner  Universität  bestehenden  mathematischen  Seminars 
mitgetheilt.  Dass  bei  der  angegebenen  Construction  jede  der  drei 
Minimalflächen  auf  die  beiden  anderen  conform  abgebildet  wird,  ergibt 
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sich  sowohl  aus  der  Proportionalität  der  Längen  entsprechender 
Linienelemente  der  drei  Flächen,  als  auch  daraus,  dass  jede  derselben 
durch  parallele  Normalen  auf  die  Kugelfläche  conform  abgebildet  wird. 

m. 

Ersetzt  man  die  Function  ^  (s)  durch  e"f  ^  (s) ,  wo  a  eine  reelle 
G-rösse  ist,  und  dem  entsprechend  %i{s^)  durch  e-'"''^^{s^),  so  erhält 
man,  da  die  Länge  des  Linienelementes  der  Minimalfläche  hierbei 
nicht  geändert  wird,  eine  Biegungsfläche  der  vorigen  Fläche, 
welche  wieder  eine  Minimalfläche  ist.  *)  Hierbei  entsprechen  die  Krüm- 
mungslinien der  Biegungsfläche  einer  Schaar  von  Curven,  welche  die 
Ejümmungslinien  der  ursprünglichen  Fläche  unter  dem  Winkel  ^a 
schneiden,  denn  es  geht  d6  in  e^"'d6  über.  Die  reelle  Grösse  a  kann 
als  ein  variabler  Parameter  aufgefasst  werden:  Es  ist  also  möglich, 
Theile  einer  Minimalfläche  auf  stetige  Weise  mit  einem  variablen  Pa- 
rameter so  zu  biegen,  dass  dieselben  während  der  Biegung  beständig 
Minimalflächen  bleiben.  Jede  Schaar  von  Curven,  welche  die  Krüm- 
mungslinien der  ursprünglichen  Fläche  unter  demselben  constanten 
Winkel  schneiden,  wird  bei  dieser  Biegung  einmal  zu  einer  Schaar 
von  Krümmungslinien.  Auch  gilt  der  Satz ,  dass  die  bei  der  Multi- 
plication  von  ^  {s)  mit  e"*  entstehenden  Biegungen  einer  Minimalfläche 
die  einzigen  Biegungen  derselben  sind,  bei  welchen  sie  die  Eigenschaft, 
Minimalfläche  zu  sein,  beibehält. 

Denkt  man  sich  während  der  Biegung,  indem  man  «  als  variabel 
betrachtet,  einen  Punkt  des  gebogenen  Flächentheiles  festgehalten, 
was  durch  passende  Verfügung  über  die  durch  die  Integration  einge- 
führten Constanten  erreicht  wird,  so  geht  die  Biegung  den  obigen 
Formeln  zufolge  in  der  Art  vor  sich,  dass  die  Tangentialebenen  in 
allen  entsprechenden  Punkten  parallel  sind  und  dass  die  Tangenten 
je  zweier  entsprechenden  Linienelemente  mit  einander  den  Winkel  « 
einschliessen.  Jeder  Punkt  des  Minimalflächenstückes  beschreibt 
während  der  Biegung  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  festgehaltene 
Punkt  ist. 

Einen  speciellen  Fall  dieser  Biegung,  welcher  dem  Werthe 
«  =  ±^3r  entspricht,  kennt  man  durch  eine  kurze  Mittheilung  des 
Herrn  Ossian  Bonnet  seit  dem  Jahre  1853  (Comptes  rendus  Tome  37. 
p.  632).     Bezeichnen  j,  ^,  j  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  x,  y,  z 


*)  Siehe  S.  119  dieses  Bandes. 
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unter  der  Voraussetzung  cc  =  —  ^jt  nach  der  Biegung  entsprechenden 
Punktes,   so  erhält  man  einerseits  die  Grleichungen 

d^  =  -di[2si^{s)ds], 

andererseits  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

df+dif+d^'  =  dx'+dy'+dB\ 

didx-\-dVjdy-\-dids  =  0, 

Xdi  +  Yd\)  +  Zdi  =  0 

bei  richtiger  Bestimmung  des  Vorzeichens  folgende  Ausdrücke 

c7j  =  Zdy  —  Yds,     dt}  ==  Xd;s—Zdx,     d^  =  Ydx  —  Xdy. 

Hierbei  erhält  man  beiläufig  den  Satz,  dass  die  auf  der  rechten  Seite 
der  vorstehenden  Grleichungen  stehenden  Ausdrücke  vollständige  DiiFe- 
rentiale  sind,  was  einer  bekannten  Form  der  partiellen  Differential- 
gleichung der  Minimalflächen  entspricht.  (Lagrange,  Oeuvres  com- 
pletes  Tome  I.  p.  356.) 

lieber  den  allgemeineren  Fall  der  Biegung  einer  Minimalfläche 
unter  der  Bedingung,  dass  sie  die  Eigenschaft  behält.  Minimalfläche 
zu  sein,  vergleiche  man  Ossian  Bonnet,  Journal  de  l'Ecole  poly- 
technique,  Cah.  42,  (1860)  1867  p.  7—15  und  die  Monographie  :  ,, lieber 
Raumcurven  und  Flächen"  von  K.  Petersen,  Leipzig  bei  Franz 
Wagner,  1868,  S.  66  und  72. 

IV. 
Bezeichnet  man  die  drei  Grössen 


x  +  ii  =  f\-l-s')^{s)ds, 
y  +  t)i  =  f  i{l+s')^{s)ds, 

So 

^  +  p  =  j  2s%{s)ds 


beziehlich  mit  C/,  V,  W  und  führt  statt  s  irgend  eine  Function  f  von 
s  als  neue  unabhängige  Variable  ein ,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 
Sind  ü,  V,  W  im  Sinne  der  neueren  Functionentheorie  drei  Functionen 
derselben  complexen  Grösse  t,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Ableitungen 
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identiscli  gleich  Null  ist,  so  stellen  die  Gleichungen 

X  =  MU,     y  =  mV,    z  =  g^TT, 

wenn  x^  y,  z  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bezeichnen  und  der  Buch- 
stabe SSi  die  oben  erklärte  Bedeutung  hat,  in  allgemeinster  Weise  eine 
Minimalfläche  dar.  Diese  Gleichungen  stehen  übrigens  mit  den  von 
Monge  (Application  de  1' Analyse  a  la  Geometrie,  edition  de  M. 
Liouville  p.  219  et  220)  gegebenen  auf  derselben  Stufe. 

"Werden  die  drei  complexen  Grössen  ü",  F,  TF  in  drei  Ebenen 
durch  Punkte  geometrisch  dargestellt,  so  ergeben  sich  drei  conforme 
Abbildungen  der  betrachteten  Minimalfläche  auf  diese  drei  Ebenen. 
Da  nun  den  Curven,  in  welchen  die  Minimalfläche  von  der  Ebenen- 
schaar  z  =  const.  geschnitten  wird,  in  der  Ebene  der  complexen 
Grösse  W  eine  Schaar  von  parallelen  Geraden  entspricht,  welche 
die  in  dieser  Ebene  liegende  Axe  des  Reellen  rechtwinklig  schneiden, 
so  bilden  die  Curven  z  =  const.  (Niveaucurven)  nebst  ihren  ortho- 
gonalen Trajectorien,  den  Curven  des  stärksten  Falles,  ein  isometri- 
sches Curvensystem  auf  der  Fläche,  Dieser  Satz  gilt  unverändert  für 
alle  Curven ,  in  welchen  eine  Minimalfläche  von  irgend  einer  Schaar 
von  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird,  und  deren  orthogonale  Tra- 
jectorien. 

Bezeichnet  man  die  zu  den  Grössen  ü,  V,  W  conjugirten  com- 
plexen Grössen  mit  ü^,  Fj,   TF^,  so  ergibt  sich 

dr  =  dx'+dy'+dz'  =  ^(dU-dU,+  dV-dV,i-dW-dW,). 

Man  verdankt  Riemann  eine  interessante  geometrische  Inter- 
pretation dieses  Satzes.  (S.  Art.  7  der  oben  erwähnten  Abhandlung.) 
Nach  der  obigen  Formel  ist  zunächst  das  Quadrat  der  Länge  des 
Linienelementes  der  Minimalfläche  gleich  der  halben  Summe  der  Qua- 
drate der  Längen  der  entsprechenden  Linienelemente  in  den  Ebenen 
der  complexen  Grössen  U,  V,  W.  Da  nun  die  Linearvergrösserung 
bei  der  conformen  Abbildung  in  irgend  einem  Punkte  nach  aUen  Rich- 
tungen dieselbe  ist,  so  ist  die  Flächenvergrösserung  gleich  dem  Qua- 
drate der  Linearvergrösserung.  Also  ist  das  Flächenelement 
der  Minimalfläche  gleich  der  halben  Summe  der  ent- 
sprechenden Flächenelemente    in    den  Ebenen    der    com- 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlangen.  I.  12 
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plexen  Grössen  CT,  V,  W,  und  dasselbe  gilt  von  ganzen 
Flächentlieilen  der  Minimalfläche  und  deren  conformen 
Abbildungen  in  denEbenen  derGrössen  U,  V,  W.  Werden 
nun  die  Elächenelemente  in  diesen  Ebenen  beziehungsweise  durch 
dX'di,  dy-dXj,  dz-d^  bezeichnet  (wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese 
Producte  in  Folge  der  soeben  getroffenen  Festsetzung  nicht  mehr  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  vorher) ,  so  wird  durch  den  angegebenen 
Satz  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  gegebenen  Stückes  M 
einer  Minimalfläche  auf  die  Berechnung  des  Integrales 

\  i  l  {dx-di  +  dy-dtj  +  ds-  d^) 

zurückgeführt.  (Man  vergl.  die  Formel  5  des  Art.  6  der  citirten  Ab- 
handlung.) 

Dieses  Doppelintegral  geht  aber,  wenn  die  Integration  in  Bezug 
auf  x^  y ,  z  ausgeführt  wird ,  in  das  über  die  Begrenzung  von  M  zu 
erstreckende  einfache  Integral 


\l  {xdi+yd\)+sdi) 


über,  welchem  man  auch  die  Gestalt 


>/ 


X, 

dx. 


Ily 


dz 


geben  kann. 

Das  Element  des  letzteren  Integrals  kann  nun  wie  folgt  geome- 
trisch interpretirt  werden. 

Man  verbinde  die  Endpunkte  eines  Elementes  dl  der  Begrenzung 
von  M  durch  geradlinige  Strecken  mit  dem  Coordinatenanfang  und 
bezeichne  den  Flächeninhalt  des  hierdurch  entstandenen  Dreiecks  mit 
df\  (o  sei  der  Neigungswinkel  der  Ebene  dieses  Dreiecks  gegen  die 
Tangentialebene  von  M  an  der  betrachteten  EandsteUe.     Dann  ist 


X, 

Y, 

z 

X, 

y, 

z 

=  cos  (O'df. 

dx, 

dy, 

dz 

Denkt  man  sich  diese  Construction  für  aUe  Elemente  der  Begren- 
zungslinie von  M  ausgeführt,  so  bildet  die  Gesammtheit  der  Dreiecke 
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eine  bestimmte  Kegelfläehe,  deren  Seiten  den  Coordinatenanfang  mit 
allen  Punkten  der  Begrenzungslinie  von\M  verbinden.  Tritt  nun  der 
specielle  Fall  ein,  dass  diese  Kegelfläche  gegen  die  Minimalfläche 
längs  der  Begrenzung  unter  constantem  "Winkel  o  geneigt  ist,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  Minimalflächenstückes  gleich  dem  Producte  aus 
dem  Flächeninhalt  des  betrachteten  Stückes  der  Kegelfläche  und  dem 
Cosinus  des  Neigungswinkels  beider  Flächen  gegen  einander.  Insbe- 
sondere ist  der  Flächeninhalt  des  Minimalflächenstückes  dem  Flächen- 
inhalt des  betrachteten  Stückes  der  Kegelfläche  gleich,  wenn  jener 
Winkel  überall  gleich  Null  ist. 

Diese  den  Flächeninhalt  von  Minimalflächenstücken  betrefi'enden 
Sätze,  von  welchen  specielle  Fälle  (Lindelöf-Moigno,  Calcul  des 
variations  p.  210 — 212,  1861)  schon  seit  längerer  Zeit  bekannt  sind, 
lassen  sich  auch  sehr  einfach  auf  mehr  geometrischem  Wege  beweisen, 
wenn  man  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Minimalflächen- 
stücke  betrachtet  und  die  Diff'erenz  des  Flächeninhalts  zweier  unend- 
lich benachbarten  in  doppelter  Weise  ausdrückt. 

V. 

Setzt  man  in  den  Formeln,  durch  welche  die  Grössen  ü",  V,  W 
eingeführt  wurden,  für  <?j,  dt),  d^  ihre  durch  X,  Y,  Z,  dx,  dy,  dz  aus- 
gedrückten Werthe,  so  ergeben  sich  die,  wie  mir  scheint,  bemerkens- 
werthen  Grleichungen 


U  =  x  +  i  f(Zdy-  Yde) , 
V  =  y  +  i  f{Xdj3-Zdx), 
W=  z  +  if{Ydx-Xdy) 


welche  zu  einer  expliciten  Lösung  folgender  Aufgabe  führen:  Es  soll 
eine  Minimalfläche  analytisch  bestimmt  werden,  welche  durch  eine 
beliebige  vorgeschriebene  analytische  Linie  hindurchgeht  und  längs 
dieser  Linie  in  jedem  Punkte  eine  vorgeschriebene  Normale  besitzt, 
deren  Lage  sich  längs  der  gegebenen  analytischen  Linie  nach  einem 
gegebenen  analytischen  Gesetze  ändert. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  beliebigen 
Punktes  der  vorgeschriebenen  Linie  und  ebenso  X,  F,  Z,  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  vorgeschriebene  Normale  in  dem  betrachteten 

12* 
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Punkte  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  als  analytische  Functionen 
einer  reellen  Variablen  t  gegeben,  so  dass  also  die  Gleichungen 

X'+Y'+Z'  =  1,     Xdx  +  Ydy  +  Zäs  =  0 

identisch  befriedigt  sind,  so  sind  die  Functionen  U,  V,  W  für  die 
reellen  "Werthe  von  t,  abgesehen  von  additiven  rein  imaginären  Con- 
stanten, auf  welche  es  hier  nicht  ankommt,  eindeutig  bestimmt  und 
befriedigen  die  Gleichungen 

xdu+Ydv+zdw  =  0,   (duy+{dvy+(dwy  =  o 

identisch. 

Weil  aber  die  Functionen  U,  V,  W  analytische  Functionen  der 
Variablen  t  sind,  so  haben  dieselben  auch  für  alle  complexen  Werthe 
von  t ,  welche  diese  Variable  als  Argument  der  analytischen  Func- 
tionen X,  y,  2,  X,  Y,  Z  annehmen  kann,  eine  bestimmte  Bedeutung, 
während  die  Gleichungen 

xdu+Ydv+zdw  =  0,   {düy+{dvy-h{dwy  =  o 

unverändert  bestehen  bleiben.  Wenn  man  nun  der  Variablen  t  auch 
diese  complexen  Werthe  beilegt,    so  stellen  die  Gleichungen 

x'=  diu,    y'=  nv,    z'=  '^W 

eine  Minimalfläche  dar,  welche  die  vorgeschriebenen  Eigenschaften 
besitzt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  kann  auch  der  Schluss  gezogen  werden, 
dass  es  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  nur  eine  einzige  Mi- 
nimalfläche giebt,  welche  den  gestellten  Bedingungen  genügt.  Denn, 
betrachtet  man  an  Stelle  der  Grösse  t  wieder  die  Grösse 


als  unabhängige  Variable,  so  sind  die  Functionen  ?7,  F,  TT  des  com- 
plexen Argumentes  s  in  Folge  der  obigen  Gleichungen  längs  einer 
Linie,  nämlich  für  diejenigen  Werthe  von  s,  welche  den  vorgeschrie- 
benen Normalen  entsprechen,  durch  die  gestellten  Bedingungen  dem 
Werthe  nach  bis  auf  additive  rein  imaginäre  Constanten,  welche  will- 
kürlich angenommen  werden  können,  bestimmt.  Nach  einem  bekannten 
Satze  der  Theorie  der  analytischen  Functionen,  dessen  Voraussetzungen 
im  vorliegenden  Falle  erfüllt  sind,   ist  aber  eine  Function  complexen 
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Argumentes  vollständig  bestimmt,  sobald  deren  Werthe  längs  einer 
Linie  gegeben  sind. 

Hieraus  ergibt  sieb  folgender  allgemeine  Satz:  "Wenn  zwei  Mini- 
malflächen eine  Linie  gemeinsam  haben  und  wenn  längs  dieser  Linie 
die  Normalen  beider  Flächen  zusammenfallen,  so  fallen  beide  Flächen, 
beziehungsweise  deren  analytische  Fortsetzungen,  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  mit  einander  zusammen. 

Dieser  Satz,  dessen  Kenntniss  ich  einer  gütigen  mündlichen  Mit- 
theilung des  Herrn  Weierstrass  verdanke ,  enthält  als  specielle 
Fälle  folgende  beiden  Sätze: 

1.  Jede  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  liegende  gerade 
Linie  ist  eine  Symmetrieaxe  der  durch  analytische  Fortsetzung  dieses 
Stückes  entstehenden  Minimalfläche. 

2.  "Wenn  auf  einem  Stücke  einer  Minimalfläche  eine  ebene  Curve 
liegt,  längs  welcher  die  Tangentialebene  der  Fläche  und  die  Ebene 
der  Curve  mit  einander  einen  rechten  "Winkel  einschliessen,  so  ist  die 
Ebene  dieser  Curve  eine  Symmetrie  -  Ebene  derjenigen  Minimalfläche, 
welche  durch  analytische  Fortsetzung  dieses  Stückes  entsteht. 

Eine  Anwendung  dieser  Sätze  enthält  ein  in  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1872,  S.  3 — 27  veröff'entlichter 
Aufsatz  des  "Verfassers.  *) 

Die  allgemeine  Aufgabe,  durch  eine  vorgeschriebene  Linie  eine 
Minimalfläche  zu  legen,  deren  Normalen  längs  der  Linie  ebenfalls  vor- 
geschrieben sind,  ist  schon  vor  längerer  Zeit  von  E.  Gr.  Björling, 
später  von  den  Herren  Ossian  Bonnet  und  Mathet  in  Angriff 
genommen  worden. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Formeln  kann  man  leicht  alle  Minimal- 
flächen bestimmen,  welche  zugleich  geradlinige  Flächen  sind. 

"Wählt  man  nämlich  eine  beliebige  geradlinige  Erzeugende  einer 
geradlinigen  Minimalfläche  zur  x-Axe,  die  diese  Erzeugende  und  die 
derselben  unendlich  benachbarte  Erzeugende  rechtwinklig  schneidende 
Grerade  zur  ^--Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so  ist  es 
stets  möglich ,    eine  Constante    a   so    zu  bestimmen ,    dass  z  =  a-  — 

X 

die  Gleichung  eines  hyperbolischen  Paraboloides  darstellt,  welches 
die  Minimalfläche  längs  der  Geraden  y  =  0,  z  =  0  berührt.  Man" 
hat  also  zu  setzen 


*)  Siehe  S.  126—148  dieses  Baudes. 
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oder  besser 

^  =  ^.sin(^.),  2/  =  0,  ^  =  0,  X  =  0,  I^=^J^,    Z=l-ig{ti), 

und  erhält  dann  ohne  Mühe 

z  =  a  arctg  -^ 

als  Grleichung  der  Minimalfläche  selbst.  Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 
Jede  geradlinige  Minimalfläche  ist  entweder  eine  Ebene  oder  eine 
Schraubenfläche,  deren  erzeugende  Greraden  von  der  Axe  der  Schrauben- 
fläche rechtwinklig  geschnitten  werden. 

Für  diesen  Satz  gibt  es  eine  Anzahl  verschiedener  Beweise, 
welche  man  den  Herren  0.  Bonnet,  Catalan,  M.  Roberts, 
Serret  u.  A.  verdankt. 

Man  kann  nun  die  Lösung  der  allgemein  gestellten  Aufgabe  für 
einige  specielle  Fälle  durchführen. 

1.  Es  wird  die  Minimalfläche  gesucht,  welche  das  hyperbolische 
Paraboloid  2z  ==  a{x^—y^)  längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  dem 
Rotationscylinder  x^+y^  =  1  berührt. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  eine  algebraische. 

2.  Für  welche  Minimalfläche  ist  eine  Parabel  eine  geodätische 
Linie  ? 

Man  erhält  dieselbe  transcendente  Fläche,  für  welche  Herr  Ca- 
talan (Comptes  rendus,  Tome  41.  p.  1022,  1855;  Journal  de  l'Ecole 
polytechnique ,  Cah.  37.  p.  160 — 163,  1858)  eine  geometrische  Con- 
struction  gegeben  hat. 

3.  Für  welche  Minimalfläche  ist  eine  Ellipse  eine  geodätische 
Linie  ? 

Man  erhält  eine  transcendente  Fläche,  auf  welcher  eine  einfach 
unendliche  Schaar  von  Raumcurven  vierten  Grades  liegt,  von  denen 
jede  einen  isolirten  Doppelpunkt  besitzt.*)  Die  sphärischen  Bilder 
dieser  Curven  vierten  Grrades  sind  confocale  sphärische  Kegel- 
schnitte. 


*)  Längs  jeder  Curve  der  Schaar  wird  die  betrachtete  Fläche  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  berührt,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  isolirten  Doppelpunkte  der  Curve 
zusammenfällt.    (Späterer  Zusatz.  1875.) 
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VI. 

Die  Aufgabe,  durch  eine  geschlossene  analytische  Linie  L  eine 
Minimalfläche  zu  legen,  auf  welcher  diese  Linie  ein  in  seinem  Innern 
von  singulären  Stellen  freies,  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück 
begrenzt,  ist,  wenn  man  von  dem  trivialen  Falle  absieht ,  in  welchem 
die  vorgeschriebene  Linie  L  eine  ebene  Curve  ist ,  bis  jetzt  noch  in 
keinem  einzigen  Falle  gelöst  worden ,  obwohl  Grergonne  im  Jahre 
1816  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  gerade  auf  diese  Aufgabe 
hingelenkt  und  im  7.  Bande  seines  Journals  (p.  68)  eine  bestimmte 
Aufgabe  dieser  Art  gestellt  hat. 

Die  analoge  Aufgabe  hingegen ,  bei  welcher  -die  vorgeschriebene 
Linie  L  von  einer  Anzahl  geradlinigem  Strecken  gebildet  wird,  ist  in 
der  neuesten  Zeit  von  Riemann  und  Weierstrass  in  vollster 
Allgemeinheit  gelöst  worden.  Die  Veröffentlichung  der  von  Herrn 
Weierstrass  benutzten  TJntersuchungsmethode  steht  noch  bevor. 
Von  den  Untersuchungen  Riemann' s  auf  diesem  Gebiete  gibt  die 
oben  erwähnte  posthume  Abhandlung  Kunde. 

In  Bezug  auf  die  specielle  Minimalfläche ,  deren  Begrenzung  als 
ein  von  vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gebildetes  Vierseit 
vorgeschrieben  ist,  sei  verwiesen  auf  eine  in  den  Monatsberichten  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1865  (S.  149 — 15S)  enthaltene  Mit- 
theilung*) und  auf  die  Monographie  des  Verfassers:  Bestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche.**)     Berlin  1871. 

vn. 

Die  einzige  unzerlegbare  Fläche  zweiten  Grades,  welche  im  ana- 
lytischen Sinne  als  eine  Minimalfläche  aufgefasst  werden  kann,  ist  die 
Kugelfläche  ,  deren  Radius  gleich  Null  ist.  Die  Frage  aber ,  welches 
die  unzerlegbaren  algebraischen  Minimalflächen  des  nächst  höheren 
Grades ,  beziehungsweise  der  nächst  höheren  Klasse  sind ,  sieht  noch 
ihrer  Beantwortung  entgegen. 

Von  den  Punktsingularitäten,  welche  eine  algebraische  Minimal- 
fläche haben  kann ,  und  dem  Verhalten  einer  solchen  Fläche  im  Un- 
endlichen handelt  ein  Aufsatz  des  Herrn  Geiser,  Mathematische 
Annalen,  Band  3,  S.  530— 534  (1871). 

Die  Minimalflächen,  für  welche  die  eine  Schaar  der  Krümmungs- 


*)  Siehe  S.  1 — 5  dieses  Bandes. 
"*)  Siehe  S.  6—125  dieses  Bandes. 


184  Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächeii. 

linien  eine  Schaar  ebener  Curven  ist,  haben  die  Eigenschaft,  dass 
auch  die  andere  Schaar  der  Krümmungslinien  von  ebenen  Curven  ge- 
bildet wird.  Zu  diesen  Flächen,  welche  von  Herrn  OssianBonnet 
(Comptes  rendus,  Tome  41.  p.  1058,  1855)  analytisch  bestimmt  worden 
sind,  gehört  auch  eine  algebraische  Minimalfläche  neunten  Grades, 
welche  nur  als  ein  Grrenzfall  in  den  Ossian  Bonnet  sehen  Formeln 
enthalten  ist  und  deren  Grieichung  Herr  Enneper  aufgestellt  hat. 
(Zeitschrift  für  Mathematik,  Bd.  IX,  S.  108,  1864.) 

Man  erhält  diese  Fläche,  wenn  man  in  den  obigen  Gleichungen 
-^ ,  also  auch  3^  (s)  einer  reellen  Constante  gleichsetzt.  Die  beiden 
Schaaren  der  Krümmungslinien  dieser  Fläche  werden  von  ebenen  Curven 
dritten  Grades  gebildet,  während  die  isogonalen  Trajectorien  derselben 
Raumcurven  dritten  Grades  sind.  Diese  Fläche  hat  ferner  die  Eigen- 
schaft, auf  stetige  Weise  in  sich  selbst  verbiegbar  zu  sein;  denn 
setzt  man  s  •  e"'  statt  s,  s^-e~"'  statt  s^,  so  wird  die  Länge  des  Linien- 
elementes der  Fläche  nicht  geändert  und  hieraus  folgt  die  Richtigkeit 
der  aufgestellten  Behauptung. 

Die  Eigenschaft,  auf  stetige  Weise  in  sich  selbst  und  folglich 
auf  eine  Rotationsfläche  verbiegbar  zu  sein ,  kommt  allen  Minimal- 
flächen zu ,  bei  welchen  ^  (5)  =  C  •  s™"^  ist ,  wo  C  eine  beliebige ,  m 
eine  reelle  Constante  bezeichnet,  denn  die  Länge  des  Linienelementes 
dieser  Flächen  wird  durch  die  Substitution  von  s  ■  e"*  für  s  und 
s^-e-"'  für  Sj  nicht  geändert.  Die  der  Annahme  ^(s)  ==  C-s""'^  ent- 
sprechenden Minimalflächen  sind  zugleich  die  einzigen  Minimalflächen, 
welche  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergibt  sich  vielleicht  am  ein- 
fachsten aus  folgender  Ueberlegung. 

Wenn  eine  Minimalfläche  so  gebogen  wird,  dass  sie  nach  der 
Biegung  wieder  eine  Minimalfläche  ist,  so  wird  in  jedem  ihrer  Punkte 
weder  die  mittlere  Krümmung  noch  das  Gaussische  Krümmungsmass 
geändert,  also  haben  die  Hauptkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  der 
Fläche  nach  der  Biegung  dieselbe  Grösse  wie  vor  der  Biegung.  Hier- 
aus folgt ,  dass  das  durch  parallele  Normalen  erhaltene  conforme 
sphärische  Bild  eines  Stückes  der  Minimalfläche  durch  die  in  Rede 
stehende  Biegung  weder  in  den  kleinsten  Theilen  noch  im  Ganzen 
bezüglich  Gestalt  uftd  Grösse  geändert  wird ;  denn  das  Vergrösse- 
rungsverhältniss  hat  für  jeden  Punkt  der  Minimalfläche  vor  und  nach 
der  Biegung   denselben  Werth.     Das    erwähnte    sphärische  Bild  kann 
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also,  wenn  es  überhaupt  seine  Lage  auf  der  Kugelfläche  ändert,  zu- 
folge einer  bekannten  Eigenschaft  congruenter  sphärischer  Figuren, 
nur  eine  Drehung  auf  der  Kugelfläche  erfahren. 

Hat  nun  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft,  auf  stetige  "Weise 
in  sich  selbst  verbiegbar  zu  sein ,  so  wird  bei  einer  solchen  Biegung 
der  Fläche  in  sich  selbst,  bei  welcher,  um  eine  gebräuchliche  Aus- 
drucksweise anzuwenden,  alle  Punkte  eines  Stückes  der  Fläche  ihre 
Lage  nur  unendlich  wenig  ändern,  das  sphärische  Bild  dieses  Flächen- 
stückes eine  unendlich  kleine  Drehung  auf  der  Kugelfläche  erfahren. 
Hieraus  folgt,  dass  das  sphärische  Bild  jeder  auf  der  Minimalfläche 
liegenden  Linie,  welche  bei  dieser  Biegung  in  sich  selbst  gebogen 
wird,  ein  Kreis  sein  muss,  welcher  bei  jener  Drehung  sich  selbst  ent- 
spricht. Alle  diese  Kreise  bilden  eine  Schaar  von  Parallelkreisen 
der  Kugel.  Wählt  man  nun,  was  stets  möglich  ist,  das  Coordinaten- 
systera  so,  dass  den  beiden  Polen  dieser  Parallelkreise  die  Werthe 
s  =  0  und  s  =  oo  entsprechen,  so  ergibt  sich,  dass  bei  jeder  Bie- 
gung der  Minimalfläche  in  sich  selbst  die  Grössen  s,  s^  in  s-e"*,  Sj-e""' 
übergehen,  wo  a  eine  reelle  Grösse  bezeichnet.  Denn  es  gibt  ausser 
den  diesem  Uebergange  entsprechenden  Drehungen  keine  andere,  bei 
welcher  jeder  der  erwähnten  Parallelkreise  in  sich  selbst  übergeht. 
Da  nun  auch  das  Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  der  Fläche 

bei  der  Vertauschung  von  s ,  Sj^  mit  s  •  e"%  s^-  e'"*  ungeändert  bleiben 
muss,  weil  die  Fläche  der  Annahme  zufolge  in  sich  selbst  verbogen 
wird,  so  muss  der  absolute  Betrag  von  ^(s)  eine  Function  des  abso- 
luten Betrages  von  s  allein  sein  und  hieraus  folgt  ^  (s)  =  C-  s"*"^ , 
wo  C  eine  beliebige,  m  eine  reelle  Constante  bezeichnet. 

Dieselbe  Frage  nach  den  Minimalflächen,  welche  Biegungen  von 
Rotationsflächen  sind,  ist  auf  anderem  Wege  von  Bour  in  seiner 
Preisschrift  über  die  Biegung  der  Flächen  (Journal  de  l'Ecole  poly- 
technique,  Cah.  39.  p.  99-109  [1860]  1862)  beantwortet  worden. 

Den  Meridianen  und  den  Parallelkreisen  der  Rotationsflächen  ent- 
sprechen bei  der  vorhin  getroffenen  Wahl  des  Coordinatensystems  die 
Curven ,  längs  denen  beziehungsweise  der  reelle  und  der  imaginäre 
Theil  von  i  log  s  constant  ist. 

Gibt  man  der  Zahl  m  den  Werth  0,  so  erhält  man  alle  ohne  Ge- 
staltsänderung der  einzelnen  Theile  in  sich  verschiebbaren  Minimal- 
flächen,  welche  also  zugleich  Schraubenflächen  sind.     Für  w  ==  0  und 
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reelle  Wertlie  von  C  ergibt  sich  die  durch  Rotation  einer  Kettenlinie 
um  ihre  Directrix  als  Axe  entstehende  Minimalfläche.  Für  m  =  0 
und  rein  imaginäre  Werthe  von  C  ergibt  sich  die  oben  erwähnte  ge- 
radlinige Schraubenfläche.  Die  Gleichung  der  für  m  =  0  und  für 
beliebige  Werthe  von  C  sich  ergebenden  Minimalflächen  ist  zuerst  von 
Herrn  S  c  h  e  r  k  im  Jahre  1831  in  der  Beantwortung  einer  von  der 
J ablono WS ki sehen  Gesellschaft  gestellten  Preisfrage  aufgestellt 
worden. 

VIII. 

Ebenso  wie  man  nach  allen  geradlinigen  Minimalflächen  fragen 
kann,  kann  man  die  Aufgabe  stellen,  alle  Minimalflächen  zu  bestimmen, 
welche  eine  einfach  unendliche  Schaar  anderer  vorgeschriebener  Linien 
enthalten.  Diese  Aufgabe  ist  für  den  Fall,  dass  die  vorgeschriebenen 
Curven  Kreise  sein  sollen ,  von  Herrn  E  n  n  e  p  e  r  gelöst  worden, 
welcher  in  einem  Aufsatze  „Die  cyclischen  Flächen"  (Zeitschrift  für 
Mathematik,  Bd.  XIV,  S.  393— 406,  1869)  zu  folgendem  Ergebnisse 
gelangt  ist:  Wenn  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft  besitzen  soll, 
eine  einfach  unendliche  Schaar  (reeller)  Kreise  zvi  enthalten,  so  müssen 
alle  diese  Kreise  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Ein  Auszug  aus  der 
eben  angeführten  Abhandlung  ist  in  den  „Göttinger  Nachrichten^^  vom 
Jahre  1866  (Nr.  15  vom  11.  Juli,  S.  243— 249)  abgedruckt,  welcher 
die  allgemeine  Gleichung  aller  Minimalflächen,  auf  denen  eine  Schaar 
reeller  Kreise  liegt,  in  einfacher  Gestalt  enthält.  Auch  der  letzte 
Artikel  der  mehrfach  erwähnten  posthumen  Abhandlung  Riemann's 
handelt  von  diesen  Flächen.  Mit  Ausnahme  der  Rotationsfläche  der 
Kettenlinie  haben  dieselben  die  Eigenschaft  periodisch  zu  sein, 
sie  besitzen  eine  Symmetrie-Ebene,  enthalten  unendlich  viele  einzelne 
gerade  Linien  und  haben  unendlich  viele  Asymptoten-Ebenen.  Längs 
jedes  Kreises  der  Schaar  wird  jede  dieser  Flächen  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  berührt  und  zwar  sind  diese  Kegel  für  jede  dieser 
Flächen  concyclisch,  d.  h.  bei  jeder  solchen  Fläche  schneiden  dieselben 
beiden  Schaaren  von  parallelen  Ebenen  die  Tangentialkegel  zweiten 
Grades  in  Kreisen.  Der  Schaar  der  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
Kreise  entspricht  daher  bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten 
conformen  Uebertragung  der  Minimalfläche  auf  die  Kugel  eine  Schaar 
von  confocalen  sphärischen  Kegelschnitten.  Die  Function  ^(s)  er- 
hält für  diese  Flächen  bei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems 
die  Gestalt 
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wo  C  und  s  zwei  reelle  Constanten  bezeichnen.  Je  zwei  Flächen 
dieser  Art,  für  welche  C  denselben  Werth  hat,  während  die  beiden 
Werthe  von  s  sich  zu  ^;r  ergänzen,  sind  solche  Biegungen  von  ein- 
ander, dass  den  Krümmungslinien  der  einen  Fläche  die  Asymptoten- 
linien der  anderen  entsprechen.  Die  dem  Werthe  e  =  ±^n  ent- 
sprechende Fläche  ist  daher  in  der  Art  auf  sich  selbst  abwickelbar, 
dass  den  Krümmungslinien  die  Asymptotenlinien  der  Fläche  ent- 
sprechen und  umgekehrt. 

Auf  eine  Fläche  dieser  Art  führt  auch  der  in  dem  Nachtrage  zu 
meiner  Abhandlung  „Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche"  auf 
S.  92*)  angegebene,  aber  nicht  näher  untersuchte  Fall,  in  welchem 
die  Function  ^(s)  durch  die  Grieichung 


bestimmt  ist,    denn    dieser  Fall  geht   in  den  vorher  erwähnten  über, 

]^ g 

wenn   an   Stelle   der   Grösse   s   die   Grösse  -r— — i   als   unabhängige 

Variable  eingeführt  wird. 

IX. 

Wie  die  Betrachtung  der  Minimalflächen  überhaupt  bei  einem 
Probleme  des  Minimums  angefangen  hat,  so  kann  man  die  Betrach- 
tung jeder  speciellen  Minimalfläche  mit  der  Beantwortung  einer  Frage 
des  Minimums  beendigen. 

Wenn  nämlich  eine  Minimalfläche  gegeben  ist,  also  eine  analy- 
tische Fläche,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  gleich  grosse  und  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Hauptkrümmungsradien  besitzt,  wie  kann  man 
auf  derselben  eine  oder  mehrere  Linien  wählen,  welche  ein  zusammen- 
hängendes Stück  M  der  Fläche  begrenzen ,  um  sicher  zu  sein ,  dass 
dieses  Flächenstück  M  unter  allen  von  denselben  Randlinien  begrenzten 
und  diesem  Flächenstück  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt  besitzt? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  hängt  davon  ab,  ob  die  zweite 
Variation  des  Flächeninhalts  für  alle  Variationen  des  Flächenstückes 


*)  Siehe  S.  103  dieses  Bandes. 
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M,  welche  die  Begrenzung  desselben  ungeändert  lassen,  positiv  ist, 
oder  ob  dieselbe  für  einige  dieser  Variationen  auch  den  "Werth  Null 
oder  negative  Werthe  annehmen  kann. 

Eine  nähere  Untersuchung  dieser  zweiten  Variation ,  welche  in 
den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Jahrgang  1872,  S.  718,  *) 
veröiFentlicht  ist,  hat  zu  dem  Ergebnisse  geführt,  dass  jene  Entschei- 
dung über  das  Vorzeichen  unabhängig  ist  von  der  speciellen  Function 
f^-  (s),  welche  die  Besonderheit  der  Minimalfläche  bedingt,  von  welcher 
M  ein  Stück  ist.  Die  erwähnte  Entscheidung  hängt  vielmehr  nur  von 
der  Grestaltung  des  sphärischen  Bildes  ab,  welches  dem  Flächenstücke 
31  bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  Zuordnung  entspricht, 
und  fällt  daher  für  alle  Minimalflächenstücke ,  welche  dasselbe  sphä- 
rische Bild  besitzen,  in  gleichem  Sinne  aus.  Zugleich  hat  jene  Unter- 
suchung zu  dem  Satze  geführt,  dass  die  in  Rede  stehende  zweite 
Variation  stets  dann  und  nur  dann  beständig  positiv  ist,  wenn  es  ein 
zusammenhängendes  Minimalflächenstück  gibt,  welches  dem  betrach- 
teten Flächenstücke  M  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  letzteren  un- 
endlich benachbart  ist,  mit  demselben  aber  keinen  Punkt  gemein  hat. 
Gibt  es  daher  einen  Punkt  P,  welcher  in  keiner  Tangentialebene 
des  Flächenstückes  M  enthalten  ist,  so  braucht  man  nur  für  den 
Punkt  P  als  Aehnlichkeitspunkt  ein  dem  Flächenstück  31  unendlich 
benachbartes  ähnliches  und  ähnlich  gelegenes  Flächenstück  zu  con- 
struiren  und  man  kann  dann  dem  vorher  erwähnten  Satze  zufolge 
schliessen ,  dass  das  Flächenstück  31  unter  allen  unendlich  benach- 
barten, denselben  Grenzbedingungen  genügenden  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt  besitzt. 

■  Allgemein  gilt  folgender  Satz:  Ein  bestimmtes  Stück  einer  Mi- 
nimalfläche besitzt  unter  allen  von  denselben  Randlinien  begrenzten 
und  ihm  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  stets  dann  und  im 
Allgemeinen  auch  nur  dann  den  kleinsten  Flächeninhalt,  wenn  es  ein 
dem  betrachteten  Flächenstücke  durch  parallele  Normalen  Punkt  für 
Punkt  entsprechendes  Minimalflächenstück  Tl  gibt,  dessen  sämmtliche 
Tangentialebenen  von  ein  und  demselben  Punkte  des  Raumes  einen 
von  Null  verschiedenen  Abstand  haben. 

X. 

Es  ist  bisher  nicht  gelungen,  für  jede  gegebene  Begrenzungslinie 
L  die  Frage  zu  beantworten,  ob  es  nur  ein  einziges  oder  ob  es  meh- 
*)  Siehe  S.  151  dieses  Bandes. 
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rere  Flächenstücke  gibt ,  welche  von  der  Linie  L  begrenzt  sind ,  in 
ihrem  Innern  keine  singulären  Stellen  enthalten  und  je  unter  allen 
ihnen  unendlich  benachbarten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzen.  Eine  interessante  mit  dieser  Frage  zusammenhängende 
Untersuchung  hat  Steiner  angestellt.  (Journal  für  Mathematik 
Bd.  24,  S.  239  Anm. ,  1842.)*)  Diese  Untersuchung  bezieht  sich  auf 
zwei  von  derselben  Randlinie  begrenzte  Flächenstücke,  für  welche  bei 
passender  Wahl  des  Coordinatensystems  gleichzeitig  die  eine  Coor- 
dinate  eine  eindeutige  Function  der  beiden  andern  ist.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergibt  sich,  dass  jedenfalls  einem  der  beiden  Flächen- 
stücke die  Eigenschaft  des  Minimums  nicht  zukommt. 

Die  im  Vorhergehenden  erwähnten  auf  die  zweite  Variation  be- 
züglichen Lehrsätze  gelten  unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  der 
Variation  des  betrachteten  Flächenstückes  die  Begrenzung  desselben 
als  fest  betrachtet  wird.  Lässt  man  diese  Voraussetzung  fallen,  so 
eröffnet  sich  der  Forschung  ein  bisher  noch  wenig  betretenes  Grebiet, 
dessen  Schwelle  folgender,  ebenfalls  von  Steiner  (Monatsberichte 
der  BerKner  Akademie,  Jahrgang  1840,  S.  118)**)  herrührender  Satz 
bezeichnet:  Unter  allen  zu  einem  Minimalflächenstücke  äquidistanten 
Flächenstücken  besitzt  das  Minimalflächenstück  selbst  nicht  den 
kleinsten,  sondern  den  grössten  Flächeninhalt. 

Unterstrass  bei  Zürich,  im  December  1874. 


*)  Jacob  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  II,  S.  298. 
"*)  Jacob  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Band  II,  S.  176. 


lieber   diejenigen  Minimalflächen,   welche  von 
einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  ein- 
gehüllt werden. 


Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  80,  S  301—314. 

Die  Minimalflächen ,  welche  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthalten, 
haben  die  Eigenschaft  (vergl.  Art.  VIII  der  Miscellen)*),  längs  dieser 
Kreise  von  einer  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  berührt 
zu  werden.  Jede  solche  Fläche  wird  nämlich  längs  jedes  auf  ihr  lie- 
genden Kreises  von  einem  Kegel  oder  Cylinder  zweiten  Grades  be- 
rührt und  alle  dieselbe  Fläche  einhüllenden  Kegel  zweiten  Grades 
werden  von  denselben  beiden  Schaaren  paralleler  Ebenen  in  Kreisen 
geschnitten. 

Eine  analoge  Eigenschaft  besitzen  die  Minimalflächen,  welche  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel  als  kürzeste  Linie  enthalten;  denn  auf 
diesen  Flächen  liegt  ebenfalls  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  al- 
gebraischen Curven ,  nämlich  von  Raumcurven  vierten  Grades ,  und 
längs  jeder  von  diesen  Curven  werden  die  erwähnten  Flächen  von 
einem  Kegel  zweiten  Grades  berührt.  Diese  Kegel  sind,  wie  in  dem 
vorher  angeführten  Falle,  concyclisch. 

Die  vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich  in  ihrem  ersten 
Theile  mit  der  Aufgabe:  Alle  Minimalflächen  zu  bestimmen,  welche 
von  einer  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  umhüllt  werden. 

Dass  mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe  zugleich  alle  Minimalflächen 
gefunden  sind,  welche  die  Eigenschaft  haben,  überhaupt  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  wird  in  dem 
zweiten  Theile  bewiesen. 


*)  Siehe  S.  186  dieses  Bandes. 
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I. 

Zwei  Flächen  zweiten  Grades  sollen  concyclisch  genannt  werden, 
wenn  sie  die  Eigenschaft  haben,  von  denselben  beiden  Schaaren  von 
parallelen  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  zu  werden. 

Sind  zwei  Flächen  zweiten  Grades  tp  und  ip  concyclisch,  so  haben 
alle  mit  ihnen  zu  demselben  Büschel  gehörenden,  d.  h.  die  Schnitt- 
linie derselben  enthaltenden  Flächen  zweiten  Grades  die  Eigenschaft, 
von  denselben  Ebenen,  welche  die  Flächen  9?  und  ^  in  Kreisen 
schneiden ,  ebenfalls  in  Kreisen  geschnitten  zu  werden.  Ein  solches 
Büschel  concyclischer  Flächen  zweiten  Grades  ist,  allgemein  zu  reden, 
durch  die  Eigenschaft  charakterisirt ,  dass  dasselbe  stets  eine  Kugel- 
fläche enthält ,  welche  nur .  dann  durch  eine  Ebene  vertreten  wird, 
wenn  alle  Flächen  des  Büschels  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  des 
Raumes  dieselbe  Linie  gemein  haben. 

Ist  insbesondere  die  Fläche  9p  eine  Kegelfläche  und  die  Fläche  ip 
eine  derselben  unendlich  benachbarte  concyclische  Kegelfläche,  so  ent- 
hält die  durch  die  Schnittlinie  beider  Flächen  hindurchgehende  Kugel- 
fläche den  Mittelpunkt  des  Kegels  cp. 

Bei  einer  einfach  unendlichen  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten 
Grades  kann  daher  jedem  Kegel  der  Schaar  eine  Kugelfläche  zuge- 
ordnet werden,  welche  den  Mittelpunkt  dieses  Kegels  enthält  und  zu- 
gleich durch  die  Schnittlinie  desselben  mit  dem  unendlich  benachbarten 
Kegel  der  Schaar  hindurchgeht. 

Man  erhält  also  folgenden  Satz :  Wenn  eine  Minimalfläche  die 
Eigenschaft  hat,  von  einer  einfach  unendlichen  Schaar  concyclischer 
Kegel  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  so  berührt  jeder  von  diesen 
Kegeln  die  Minimalfläche  längs  der  Schnittlinie  mit  einer  durch  seinen 
Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche. 

Wenn  aber  von  einer  Minimalfläche  eine  auf  derselben  liegende 
Linie  und  in  jedem  Punkte  eines  Stückes  dieser  Linie  die  Normale 
der  Minimalfläche  gegeben  ist,  so  ist  hierdurch,  wie  aus  dem  Inhalt 
des  Art.  V  der  erwähnten  Miscellen  hervorgeht,  die  Minimalfläche 
selbst  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  unzweideutig  bestimmt. 

Mit  Hülfe  der  a.  a.  0.  hergeleiteten  Gleichungen  kann  man  all- 
gemein diejenige  Minimalfläche  bestimmen,  welche  von  einem  Kegel 
zweiten  Grades  längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  irgend  einer  durch 
seinen  Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche  berührt  wird. 

Zu  diesem  Zwecke   mögen   als  unabhängige   Variable   zwei   ver- 
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änderliclie  Grrössen  u  und  v  eingeführt  werden,  welche  mit  den  ellip- 
tischen Kugelcoordinaten  auf  gleiche  Linie  zu  stellen  sind. 

Wo  in  dem  Folgenden  die  Angabe  des  Moduls  nicht  ausdrücklich 
in  die  Bezeichnung  aufgenommen  ist ,  soll  Ä;  =  sin  £ ,  Ä;'  =  cos  £  ge- 
setzt werden,  während  K,  K'  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

Setzt  man  unter  Anwendung  der  Gud  ermann  sehen  Bezeich- 
nungsweise 

cnwdn^;^       ^^  — /t'snw        ^  1       Fsnvi 


T^      »^Ji    "-    «-^^  ^  O  TT"     «/     öil    t*  ^ 


dnMcn^7^  '  dnwcny*'  i      dnwcn«?»  ' 

so  ist  -  -._  „     eine  Function  des  complexen  Argumentes  u  +  vi  = 
denn  es  ergibt  sich 


X  +  Yi  i/l-k'        .  {1+Jc\         .     .        r^       r^,., 

l_^     =  y  y~-^-sinam    — ^ — {u  +  vi  +  K+Ki), 


1+k' 

und  es  bestehen  die  Grleichungen 
X'    +      Y'     +  Z'    =  1; 

X^  y'2  y2 

Diese  Gleichungen  stellen,  wenn  das  eine  Mal  u,  das  andere  Mal  v 
als  variabler  Parameter  angesehen  wird,  zwei  Schaaren  confocaler 
sphärischer  Kegelschnitte  dar,  deren  Brennpunkte  durch  die  Gleichungen 

X=±sinf,     T=0,    ^=±cos£ 

bestimmt  sind.  Um  alle  Punkte  der  Kugeloberfläche  und,  allgemein 
zu  reden,  jeden  nur  einmal  zu  erhalten,  hat  man  der  Variablen  u  alle 
Werthe  von  —2K  (excl.)  bis  4-2K  (incl.)  und  der  Variablen  v  alle 
Werthe  von  —K'  bis  -hK'  (beide  Werthe  incl.)  beizulegen. 

Man  gebe  nun  der  Variablen  v  einen  constanten  Werth  und  denke 
sich  von  einem  Punkte  des  Raumes ,  dessen  Coordinaten  x^,  y^,  z^ 
sind,  auf  alle  Tangentialebenen  des  Kegels 


ft+1       ft  +  A;'*        jii 

Perpendikel  gefallt.  Wenn  x\  y',  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  eines  solchen  Perpendikels  bezeichnen,  so  bestehen  die 
Gleichungen 
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in  welchen  q  eine  veränderliche  (xrösse  bezeiclinet.  Der  geometrische 
Ort  dieser  Perpendikel  ist  die  Kegelfläclie 

welche  der  Kegelfläche 

in  der  Weise  durch  Reciprocität  entspricht,  dass  zu  jeder  Tangential- 
ebene jedes  der  beiden  Kegel  eine  auf  dieser  Tangentialebene  pespen- 
diculare  Seite  des  andern  Kegels  gehört. 

Betrachtet  man  die  Grösse  v  als  variablen  Parameter  und  x^,  y^,  z^ 
als  Functionen  desselben,  so  stellt  die  Gleichung 

{i,+l).{x'-xJ+{ii  +  l-)-{y'-yJ+iL-{z'-,J  =  0 

eine  Schaar  concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  dar,  welche  von  den 
beiden  Schaaren  von  Ebenen 

sin  s-  x'-\-Q,OBs-  z'  =  const. ,     sin  « •  x'—  cos  &'z'  =  const. 

in  Kreisen  geschnitten  werden. 

Der  Grösse  v  denke  man  sich  jetzt  wieder  einen  constanten  Werth 
■  beigelegt  und  bestimme  die  Durchschnittslinie  des  Kegels 

{i,+l).{x'-x,y+{iL  +  k"^)-{y'-yJ-\-iL.{^-zJ  =  0 

mit  einer  durch  den  Mittelpunkt  desselben  hindurchgehenden  Kugel- 
fläche. Die  allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Kugelfläche  hat  die 
Gestalt 

{x'-xJ+{y'-yJ+{B'-zJ  =  a\x~x,)  +  ß\y-y,)  +  Y'{z'-z,), 

wo  «',  /3',  y  drei  constante,  d.  h.  von  der  Variablen  u  nicht  abhän- 
gende Grössen  bezeichnen. 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  oben  für  x'—x^,  y'—Voi  ^'—^o 
gefundenen  Ausdrücke  ein ,  so  erhält  man ,  wenn  man  den  Ausdruck 
1  — ^^sn^Msn^^vi  zur  Abkürzung  mit  N  bezeichnet, 

/  '        \2 1  /  '        \2 ,  f  '       \%  2         — cn*m  N 

{x—x.j-^iy—yj^-i-ie—zy  —  o  ■ -n^ — ..,,.•,■.     , 

Schwarz,  Gesammelto  Abhandlnngfen.  I.  13 
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Zum  Zwecke  der  Vereinfachung  kann  man  nun 

a'=o;-d,     ß'  =  ß  •  d ,     y'  =  y-  d 

setzen  und  der  Grrösse  d  den  Werth  - — -r-: — -  beilegen. 

sn  VI  (mvi  ^ 

Setzt  man  hierauf 

x'—Xq  =  ax^^i-  ßx^+yXg, 

y'-Vo  =  «^i+^2/2+r^3> 

SO  erhält  man  für  die  neun  Grrössen  x^-  •  -z^  folgende  Ausdrücke; 
sn  vi  cn  vi     h'"^  cn*  u 


^1  = 


2/i  =  -7« 

s,  =  -Je 

x^  =  —7c' 

2/2  = 


i  dn  vi  N 

snucnusTivicnvi 


iN 
cnucnvi 

sn  u  cn  u  sn  vi  cn  vi 

sn  vi  cn  vi  dn  vi     sn^  u 


^„  = 


a;3  =  -¥- 
Vs   = 


i  N 

sn  u  cn  ü4  dn  vi 

cnwcnw 

F      ' 

snwcnwdnvi 


N 
cnvidnvi     1 


^  snw  iV' 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Grleichungen  erhält  man  die  Coordi- 
naten  x',  y',  s    eines  beliebigen  Punktes  der  Schnittlinie  des  Kegels 

mit  der  Kugel 

ausgedrückt  als  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse  u. 

Soll  nun  .eine  Minimalfläche  diesen  Kegel  längs  der  Schnittlinie 
desselben  mit  der  Kugel  berühren,  so  sind  für  X,  Y,  .^  die  vorhin 
angegebenen  Ausdrücke  zu  setzen,  durch  welche  diese  G-rössen  als 
Functionen    derselben   veränderlichen  Grösse  u    erklärt   werden.     Der 
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Grösse  v  ist  überall  derselbe,  von  der  Grösse  u  unabhängige  "Wertb 
beizulegen. 

Es  würde  nicht  schwierig,  aber  etwas  weitläufig  sein,  die  Be- 
stimmung der  Functionen  U,  V,  W  mit  Hülfe  des  in  Art.  V  der 
Miscellen  angegebenen  Formelsystems  wirklich  auszuführen;  es  em- 
pfiehlt sich  daher,  zur  Bestimmung  dieser  Functionen  einen  anderen 
Weg  einzuschlagen. 

Die  Functionen  U,  V,  W  sind  in  Bezug  auf  die  constanten 
Grössen  a ,  ß ,  y  ganze  lineare  und  homogene  Functionen ;  man  kann 
daher  setzen 

U=  aü,+ßU,  +  yU,, 
r==  aV,+ßV,+yV,, 
W  =  aW,+  ßW,+  yW,, 
und  hat  nun  die  neun  Functionen   U^-  •  -W^  zu  bestimmen. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  für 

y,  =  X,,     ^,  =  X,,     z,  =  y, 
gefundenen  Ausdrücke,    wie   aus   dem   Additionstheorem  hervorgeht, 
beziehlich  mit  den  reellen  Theilen  der  Functionen 

ik' 

— jj--  (hi{u  +  vi),     —h'-cn{u  +  vi),     sn{u  +  vi) 

Übereinstimmen,  so  liegt  es  nahe, 

ik' 
*  ^1  =  — p- dn  (m  4- w) ,     W^  =  —h'cn(u  +  vi) 

ik' 

U^  =  — ^dn(u  +  vi),  *  ^2  =      Bn{u  +  vi) 

C/3  =  —k'cji(u  +  vi),    F3  =  s}i{u  +  vi),  * 

zu  setzen,  unter  diesen  Annahmen  fJj,  Fj,  TF3  zu  berechnen  und  nach- 
träglich zu  prüfen,  ob  das  auf  diese  Weise  bestimmte  System  von 
Functionen  allen  gestellten  Bedingungen  genügt. 

Aus  der  Gleichung  Xdü,+YdV,+  ZdW,  =  0  erhält  man 
dll^  =  ik'' sn^  (u  +  vi)  du , 
und  auf  analoge  Weise  findet  man 

dV^    =      i  cn^ {u  +  vi) du , 
dW^  =   —i([ii'{u  +  vi)du', 

es  sind  also   Z7, ,  Fj,   TF3  elliptische  Integrale  zweiter  Art. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmten  drei  Functionensysteme  genügen 

13* 
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bei  passender  Bestimmung  der  unteren  Grenzen  der  zuletzt  erwähnten 
drei  Integrale ,  beziehungsweise  der  drei  Constanten  x^^  y^^  s^  allen 
gestellten  Bedingungen. 

In  der  That,  bildet  man  zunächst  für  jedes  einzelne  der  drei 
Functionensysteme  die  Summe  der  Quadrate  der  in  Bezug  auf  u  ge- 
nommenen Ableitungen,  so  ergibt  sich,  dass  diese  Summe  identisch 
gleich  Null  ist. 

Ebenso  ergibt  sich ,  dass  die  Grleichung 

und  die  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  1,2,3  aus  der- 
selben hervorgehenden  Grleichungen  identisch  befriedigt  sind.  Es  be- 
steht also  identisch  die  Gleichung  {dJjy^idVJ^idWy  =  0. 

Da  auch  die  Gleichung  XdJ] ^YdV-\- ZdW  =  0  für  jedes  der 
drei  Functionensysteme  identisch  erfüllt  ist,  weil  dieselbe  zur  Be- 
stimmung von  dJJ^^  dV^,  dWg  benutzt  worden  ist,  so  bleibt  nur  noch 
zu  zeigen,  dass  die  reellen  Theile  der  drei  Integrale 


du 


li'^  %x^ {u -^  vi)  du  ^     ßi  I    cin^  (ii -{- vi)  du ,     —yif     än^  (u  +  vi) 

bei  passender  Bestimmung  der  unteren  Grenzen  derselben ,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  bei  geeigneter  Verfügung  über  die  noch 
disponiblen  Constanten  x^,  y^,  s^  für  reelle  Werthe  von  u  beziehlich  mit 

^0+«^l»         Vo+ßy^l        ^0+7^3 

übereinstimmen. 

Wenn  man  von  der  Bezeichnung 


/' 


dn^w-dw  =  E(w) 


und  von  dem  für  die  Function  E(iv)  geltenden  Additionstheorem 

E{u  +  vi)  ==  E(u)  + E{vi)  —  ¥3nusnvisn(u  +  vi) 

Gebrauch  macht,  so  erhält  man 

ca-TP/     ,     -N          --n/  •\  ,  72    änvicnviönvi     sn^u 
\niE{u  +  vt)  =  iE{vi)-\-h^ -. 


i  N    ' 

•  T-r/  -x  .  T,   snvienvi      ,„   snvicnvi     cn 

=    lE{vt)+F r^ r—  —  k 


iAnvi  idnvi  N 

cnvidnvi      .     cn  vi  An  vi     1 


lE{Vl)+l ; l   • -. -^j 

^    ^  snw  snw        iV 
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h'^  sn''  w-  diu  =  —  -j^  E{w)  +  -p-  tv,  ■  j     cn^  iv  •  t?«^  =  j^  E(iv)  —  -p-  tv. 


"0 

Setzt  man  nun  iv  =  u  +  vi  und 

(1     /c'^     -r»/  .\      /«'^  7„    snmcnm 

(1     Ti/-  -x      .  cn  vi  An  vi 
(  *         ^    ^  snvi 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  drei  Grössen  zwar  von  dem  Wertlie 
des  Parameters  v,  nicht  aber  von  der  veränderlichen  Grösse  u  ab- 
hängen, so  ergibt  sich 

diai  j     h'^sn^iv-dw  =  x^->rax^^ 


^ 


—  yij  An^w-dw  =  z^+y^^. 


Hieraus  geht  hervor,  dass  unter  den  getroffenen  Festsetzungen  die 
reellen  Theile  der  drei  Functionen  C/,  F,  W  für  reelle  Werthe  von  u 
beziehlich  mit  x\  y\  z  übereinstimmen,  und  hiermit  ist  bewiesen,  dass 
die  für  die  Functionen  ?7,  F,  IT  aufgestellten  Ausdrücke  allen  ge- 
stellten Bedingungen  genügen. 

Die  vorstehende  Untersuchung  hat  also  zu  folgendem  Ergebniss 
geführt : 

Setzt  man 

¥^  sn^  wdw— ß  -j-^  dmv  —  y  Je'  enw , 

V=  —a-j^dnw  +  ßij     cn^  w  div  +  y  snw , 

/w 
dn^  IV  dw , 

wo  a,  ß,  y  drei   reelle  Constanten   sind  und   w  =  u  +  vi  eine  unbe- 
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scliränkt  veränderliclie  Grösse  bezeiclinet,   so  stellen  die  Grleicliungen 

X  =  ^u,  y  =  mv,  z  =  mw 

in  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  eine  periodische  Minimalfläche 
dar.     Diese  Minimalfläche  wird. von  dem  Kegel  zweiten  Grrades 

längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  der  Kugelfläche 

berührt,  und  zwar  gilt  dieses  für  jeden  reellen  Werth  von  v.  Die 
Grrössen  x^,  y^,  ^q  sind  durch  die  oben  angegebenen  Gleichungen 
(S.  197)  bestimmt. 

Es  ist  also  der  Satz  bewiesen : 

Jede  Minimal  fläche,  welche  von  einem  Kegel  zweiten 
Grades  längs  der  Schnittlinie  dess  elben  mit  einer  durch 
seinen  Mittelpunkt  hindurchgehenden  Kugelfläche  be- 
rührt wird,  wird  von  einer  einfach  unendlichen  Schaar 
concyclischer  Kegel  zweiten  Grades  eingehüllt. 

Hiermit  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe  in  allgemeinster  Weise 
gelöst. 

Man  kann  nun  einige  specielle  Fälle  beziehungsweise  Grenzfälle 
der  allgemeinen  Lösung  ins  Auge  fassen. 

1.  Die  Meusniersche  Schraubenfläche  ergibt  sich  als  ein 
Grenzfall  der  der  Annahme  a  =  -p^ ,  /3  =  0,  j^  =  0  entsprechenden 
Minimalfläche.  Lässt  man  nämlich  K+iv  an  die  Stelle  von  iv  treten 
und  setzt 


J      dn'w       '  ,      ^  dn  tt>  '         ^ 


smv 


dnw  ' 

so  ergibt  sich  beim  Uebergange  zur  Grenze  ^  =  1  nach  ausgeführter 
Elimination  die  Gleichung  der  Seh  rauben  fläche 

Setzt  man  dagegen 
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d.  li.  biegt  man  die  der  Annahme  a  =  -^,  |3  =  0,  y  =  0  ent- 
sprechende Minimaliläche  in  der  Weise,  dass  sie  ihre  Eigenschaft 
Minimalfläche  zu  sein  nicht  verliert  und  dass  den  Krümmungslinien 
der  ursprünglichen  Fläche  die  Asymptotenlinien  der  Biegungsfläche 
entsprechen,  so  zeigt  sich,  dass  die  auf  die  angegebene  Weise  ent- 
stehende durch  die  obigen  Gleichungen  dargestellte  Biegungsfläche 
die  Ellipse 

<  =  0,   y?  +  §-  =  1,    x=  0 

enthält,  welche  eine  geodätische  Linie  der  Fläche  ist.  Die  Punkte 
dieser  Ellipse  entsprechen  den  rein  imaginären  Werthen  der  Grösse  w. 

2.  Setzt  man  a:=0,  ß  =  Je,  y  =  0,  so  erhält  man  für  v  =  K' 
eine  Hyperbel,  welche  eine  geodätische  Linie  der  dieser  Annahme 
entsprechenden  Minimalfläche  ist.     Es  ergibt  sich  nämlich  für 

y.  =  0,   4-^  =  1,    Y  =  o. 

3.  Die  der  Annahme  a  =  0,ß^O,y  =  l  entsprechende  Mi- 
nimalfläche ist  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt,  dass  auf  derselben 
eine  Ellipse  liegt,  welche  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche  ist. 

Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man  für  den  Werth  v  =  0 

^3  =  0,   ^  +  yl  =  1,   ^=0. 

Aus  diesem  speciellen  Falle  kann  man  zwei  Grenzfälle  herleiten ,  in- 
dem man  den  Modul  /*;  in  die  Grenzwerthe  k  =  0  und  k  =  1  über- 
gehen lässt. 

Für  k  =  0  erhält  man  die  Minimalfläche,  welche  durch  Rotation 
der  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  entsteht. 

Vor  dem  Uebergange  zur  Grenze  k'  =  0  setze  man 

^4     —       /^'i    1         y*     —  J^'2        1         ^*     —       J^'2 

und   lasse  K+iv   an   die  Stelle   von  w  treten;   dann  erhält  man  für 
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lim  Ä;'  =  0 

:,-^^(e-e    ),y^=m^{e  -e    ),,,  =  ^i\4wi  +  i{e   -e      )j. 

Die   durch  diese  Grleichungen   dargestellte  Minimalfläche   enthält   die 
Parabel 

^.  =  0,    y,  =  ^xl,     Z=  0 
und  die  Cycloide 

x^  =  0,     2/4  =  i(l-cos2v),     ^,  =  -{(2y  +  sin2i;),     X  =  0 

als  geodätische  Linien. 

Die  Raumcurven  vierten  Grrades  des  allgemeinen  Falles  werden 
in  diesem  Grrenzfalle  durch  Parabeln,  die  einhüllenden  Kegel  werden 
durch  einhüllende  parabolische  Cylinder  vertreten.  Es  ist  also 
die  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  bestimmte  Minimalfläche 
identisch  mit  derjenigen  transcendenten  Minimalfläche,  für  welche 
Herr  Catalan  im  37.  Hefte  des  Journal  de  l'Ecole  polytechnique 
p.  160— 163,  1858  (Comptes  rendus,  Tome  XLI.  p.  1022,  1855)  eine 
geometrische  Construction  gegeben  hat. 

4.  Setzt  man  a  =  sin  £ ,  j8  =  0 ,  y  =  cos  e  ,  so  schneiden  die 
einhüllenden  Kegelflächen  und  die  denselben  zugeordneten  Kugel- 
flächen einander  in  Kreisen,  und  zwar  liegen  alle  diese  Kreise  in 
parallelen  Ebenen.  Die  getroff'ene  Festsetzung  führt  also  zu  den  im 
Eingange  erwähnten  Flächen,  und  man  erhält  den  Satz : 

Wenn  eine  Minimalfläche  einenKegel  oderCylinder 
zweiten  Grrades  längs  eines  Kreisschnittes  berührt,  so 
enthält  dieselbe  eine  einfach  unendliche  Schaar  von 
Kreisen,  welche  in  parallelen  Ebenen  liegen. 


Im  Vorhergehenden  ist  gezeigt  worden,  dass  es  eine  von  vier 
Parametern  {cc,ß,y,'k)  abhängende  Mannigfaltigkeit  von  Minimal- 
flächen gibt ,  welche  die  Eigenschaft  haben ,  von  einer  Schaar  concy- 
clischer  Kegel  zweiten  Grrades  umhüllt  zu  werden. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  ausser  diesen  Minimal- 
flächen überhaupt  noch  andere  Minimalflächen  gibt,  welche  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  eingehüllt  werden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten  kann  man  folgenden  Weg  ein- 
schlagen. 
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Wenn  irgend  eine  Fläche  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhüllt  wird,  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegel  der  Schaar 
längs  der  Schnittlinie  desselben  mit  dem  unendlich  benachbarten  Kegel 
der  Schaar,  also,  allgemein  zu  reden,  längs  einer  Raumcurve  vierten 
Grades  berührt,  welche  in  dem  Mittelpunkte  der  Kegelfläche  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Eine  solche  Curve  kann  stets  erklärt  werden 
als  Schnittlinie  der  Kegelfläche  mit  einer  durch  ihren  Mittelpunkt  hin- 
durchgehenden Fläche  zweiten  Grades.  Legt  man  nun  im  Wesent- 
lichen die  im  Vorhergehenden  benutzte  Bezeichnungsweise  zu  Grunde 
und  setzt  v  =  v^,  ^^  =  Ji'Hg^amvJ,  x^=y^  ^  z^  =  0,  so  bedeuten 

die   Coordinaten   eines   beliebigen   Punktes   einer  Kegelfläche   zweiten 
Grades.     Dieser  Kegel  sei  ein  Kegel  der  Schaar,  und  es  sei 

Ax"+Bii'^+Cs'^+2By':3'+2Ei3'x'+2Fx'y'  =  ax-\-hy'+cz 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Schnitt- 
linie jener  Kegelfläche  mit  der  unendlich  benachbarten  Kegelfläche  der 
Schaar  hindurchgeht.  Auch  in  diesem  Falle  erhält  man  für  die  Punkte 
der  Schnittlinie  die  Grösse  q  durch  elliptische  Functionen  der  unab- 
hängig veränderlichen  Grösse  u  rational  ausgedrückt. 
Werden  nun  durch  die  Gleichungen 


U  =  x'+i  f{Zdy'-Yd2'), 
V  =  y'+if{Xdz'-Zdx), 
=  Z+i  f{Ydx'-Xdy') 


W 


drei  Functionen   U,   V,   W  eines   complexen  Argumentes   u  =  tv    be- 

^.       ^  .    ,    ,  .,,  .^  dU     dV     dW       ,.       1      -c, 

stimmt,    so    sind   deren  Ableitungen  -^ — ,  -^ — ,  -^ —    rationale    lunc- 

'^       dw      dw  '    div 

tionen  elliptischer  Functionen  der  Grösse  w ;  die  Functionen  Z7,   V,   W 
sind  also  elliptische  Integrale. 

Es    entsteht   jetzt   überhaupt    die    Frage:    Welche    Bedingungen 
müssen  erfüllt  sein,  damit  auf  der  durch  die  Gleichungen 

X  =  mU,    y  =  mV,    z  =  l^W 

bestimmten ,  Minimalfläche    eine    Schaar    von    algebraischen    Curven 
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liege,  zu  welcher  die  für  reelle  Werthe  von  iv  sich  ergebende  Curve 
gehört  ? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten  bezeichne  man  die  zu  U,  V,  W 
conjugirten  complexen  Grrössen  mit  U^,  F,,  W^.  Dieselben  sind  Func- 
tionen einer  complexen  Grösse  w^  und  zwar  entsprechen  conjugirten 
Werthen  der  Argumente  tv ,  iv^  conjugirte  "Werthe  von  t/,  Z7^,  F,  F^, . 
TF,  W,. 

Nach  diesen  Festsetzungen  stellen  die  Grleichungen 

die  in  Rede  stehende  Minimalfiäche  ebenfalls  dar,  vorausgesetzt,  dass 
den  beiden  Argumenten  iv  und  iv^  stets  conjugirte  Werthe  beigelegt 
werden. 

Wird  dagegen  zwischen  den  beiden  Argumenten  iv  und  lü^  eine 
bestimmte  Relation 

'4!{w,  iv^)  =  0 

festgesetzt,  der  zufolge  jede  der  beiden  Variablen  eine  Function  der 
andern  wird,  so  stellen  die  vorstehenden  Grleichungen  nicht  mehr  eine 
Fläche ,  sondern  nur  noch  eine  Linie  dar ,  da  die  Ausdrücke  auf  der 
rechten  Seite  in  Functionen  eines  Argumentes  übergehen. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  diese  Linie  sei  eine  algebraische 
Raumcurve,  d.  h.  es  wird  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  drei  Coor- 
dinaten  x,  «/,  z  zwei  von  einander  unabhängige  Grleichungen 

G{x,y,z)  =  0,     H{x,y,z)  =  0 

bestehen,  wo  G  und  H  zwei  ganze  Functionen  bezeichnen. 

Aus  der  Berücksichtigung  des  Umstandes ,  dass  dG  und  dH  für 
denselben  Werth  von  -~-  gleich  Null  sein  müssen ,  ergibt  sich  dann 
eine  dritte  Grleichung 

(dG  <m  dG_    dV_  dG_  dW\  ( dH  du,  d^  dV,  ÖH^  dW,\ 

\dx  dw  öy     div  dz  dtv  J  \dx  dw,  dy    div^  ds  dw^J 

röG  dU,  dG   dV,  ÖG  dW,\  (dH  dU  öH    dV  öH  dW\^^ 

\dx  dw^  dy    dw,  dz  dw,)  \dx  dw  dy     dw  dz  dw  )         ' 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  elliptischer  Functionen  von 
w  und  i6,  sind. 

Jede  der  drei  Grrössen  rr,  «/,  z  ist  also  eine  algebraische  Function 
von  sn  w  und  ^tlw,. 
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Denkt  man  sich  diese  algebraischen  Functionen  in  eine  der  beiden 
Gleichungen  G  =  0  oder  H  =  0  eingesetzt ,  so  ergibt  sich  auch 
zwischen  sn^<>  und  snw^  eine  algebraische  Gleichung. 

Hieraus  folgt:   Jede  der  drei  Gleichungen 

stellt  dar  eine  lineare  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen  mit 
demselben  Modul,  deren  obere  Grenzen  algebraisch  von  einander  ab- 
hängen, und  algebraischen  Functionen  dieser  Grenzen;  es  ist  also  die 
zwischen  sn  tv  und  sn  ti\  bestehende  algebraische  Relation  eine  solche, 
welche  eine  Transformation  eines  elliptischen  Integrales  in  ein 
ebensolches  mit  demselben  Modul ,  vermehrt  um  eine  algebraische 
Function,  vermittelt.  Also  besteht  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen nach  einem  von  Abel  aufgestellten  Lehrsatze  zwischen  den 
Grössen  w  und  tv^  selbst  eine  lineare  Relation 

w^  =  m  •w  +  n. 

Der  Multiplicator  m  ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  rational  zu  sein, 
wenn  er  reell  ist ;  imaginär  kann  derselbe  nur  dann  werden,  wenn  der 
Modul  k  zu  denjenigen  gehört ,  für  welche  complexe  Multiplication 
stattfindet.  Aus  diesem  Grunde  kann  m  nicht  von  dem  Parameter 
der  algebraischen  Curvenschaar  abhängen  und  hat  daher  für  alle 
Curven  der  Schaar  denselben  constanten  Werth  +1 ,  wie  für  die  der 
Annahme  tv^  =  tv  entsprechende  Curve  der  Schaar.  Die  Grösse  n 
aber  ist  von  dem  Parameter  der  Schaar  abhängig.  Da  tu  und  w?,  con- 
jugirte  "Werthe  haben,  wenn  der  entsprechende  Punkt  der  Fläche 
reell  ist ,    so  ist  der  Grösse  n  ein  rein  imaginärer  Werth  beizulegen. 

Hieraus  folgt: 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  x  =  ^U ,  y  =  "^V,  is  =  diW 
bestimmte  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthält,  zu 
welcher  die  für  tv^  =  w  sich  ergebende  Raumcurve  vierten  Grades 
gehört ,  so  entsprechen  diese  Curven  der  Annahme  w  =  u  ■\-  vi, 
V  =  const. 

Damit  aber  für  jeden  constanten  Werth  von  v  und  für  reelle 
Werthe  der  veränderlichen  Grösse  u  der  Annahme  lo  =  u  +  vi  eine 
auf  der  Minimalfläche  liegende  algebraische  Curve  entspreche, 
muss  die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass  die  reellen  Theile  der  drei 
Functionen  ü,  V,  W  algebraisch  von  snw  abhängen.  Anderer- 
seits ist  das  Erfülltsein  dieser  Bedingung  hinreichend,   um  schliessen 
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zu  können ,  dass  jedem  constanten  Werthe  der  G-rösse  v  eine  auf  der 
Minimalfläche  liegende  algebraische  Curve  entspricht. 

Die  gestellte  Aufgabe,  alle  Minimalflächen  zu  finden,  welche  von 
einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  werden,  gestattet 
nun  folgende  Lösung. 

In  Folge  der  Gleichung 


•y— gr-  =  yy-p^smam  j-g— (w  +  «;o»  +  -S^+ir*) 


ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  eine  analytische  Function  des 
Argumentes  u  =  w.  Diese  Gleichung  vermittelt  demnach  die  con- 
forme  Abbildung  der  Kugeloberfläche  X^+  Y^-\-  Z^  =  1  und  damit 
zugleich  der  Minimalfläche  auf  die  Ebene ,  deren  Punkte  die  Werthe 
der  complexen  Grösse  tu  geometrisch  darstellen.  Der  Axe  des  Reellen 
in  der  «tJ-Ebene  entspricht  der  sphärische  Kegelschnitt 

X^+Y^+Z^  =  l,     ^+^^      +^  =  0,     ft,  =  /c'Hg^amv. 

Durch  dieselbe  Gleichung  ist  auch  das  sphärische  Bild  der  der  Linie 
w  =  u  +  vi,  V  =  const.,  auf  der  Minimalfläche  entsprechenden  Curve 
bestimmt,  und  zwar  entspricht  dieser  Linie  der  sphärische  Kegelschnitt 

X^+Y^+Z^  =  l,    ~^+jf]^  +  f--^^  ^  =  /cng^amK+^;)^, 

welcher  zu  dem  vorher  betrachteten  confocal  ist. 

Wenn  demnach  die  durch  die  Gleichungen  x  =  ^U,  y  =  '?iiV, 
0  =  '^W  dargestellte  Minimalfläche  längs  jeder  Linie,  welche  der 
Annahme 

w  =  u  +  vi,     V  =  const. 
entspricht ,    von    einem  Kegel    zweiten  Grades    berührt    wird ,    so  ist 
dieser    Kegel    mit    dem    für  v  =  0    sich    ergebenden    Kegel    zweiten 
Grades  concyclisch. 

Wenn  mithin  eine  Minimalfläche  die  Eigenschaft  hat,  von  einer 
Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  zu  werden,  so  sind  diese 
Kegel  concyclisch. 

Die  in  dem  ersten  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung  unter- 
suchten Minimalflächen  sind  demnach  die  einzigen  Minimalflächen, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhüllt  zu  werden. 

TJnterstrass  bei  Zürich,  1875. 


üeber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen, 

welche   eine   Schaar  algebraischer  Curven 

enthalten. 


Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  87,  S.  146—160. 

Die  bis  jetzt  genauer  untersuchten  nicht  algebraischen  Minimal- 
flächen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten*),  besitzen 
folgende  Eigenschaften : 

1.  Die  transcendentenFunctionen,  von  welchen  die  ana- 
lytische Bestimmung  dieser  Flächen  abhängt,  sind  bei  passender  Wahl 
der  unabhängigen  Variablen  entweder  Logarithmen,  oder  ellip- 
tische Integrale  ersterund  zweiter  Art,  welche  zu  reellen 
Invarianten  g^  und  y^  gehören. 

2.  Längs  jeder  Curve  der  auf  einer  dieser  Flächen  liegenden 
Schaar  algebraischer  Curven  hat  der  reeUe  oder  der  imaginäre  Be- 
standtheil  des  in  Betracht  kommenden  Logarithmus ,  beziehungsweise 
elliptischen  Integrals  erster  Art,  einen  constanten  Werth.  In 
Folge   dieses  Umstandes   gestattet  jede   der   erwähnten  Flächen    eine 


*)  1.  Die  Meusni  ersehe  Scliraubenfläcbe, 

2.  die  durch  Rotation  der  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  ent- 
stehende Rotationsfläche,  das  Cateuoid  Plateau' s, 

3.  die  von  Herrn  Catalan  aufgefundene  Minimalfläche,  welche  eine  Schaar 
von  Parabeln  enthält, 

4.  die  von  Riemann  und  von  Herrn  Enueper  untersuchten  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  von  Kreisen  enthalten, 

5.  die  Minimalflächen,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten 
Grades  umhüllt  werden.  Diese  Flächen  enthalten  die  unter  1.  bis  4.  angeführten 
als  specielle  Fälle,  beziehungsweise  als  Grenzfälle.  (S.  den  diese  Flächen  betreifen- 
den auf  S.  190—204  dieses  Bandes  abgedruckton  Aufsatz.) 
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solche  conforme  Abbildung  auf  eine  Ebene,  dass  der  Schaar  von  alge- 
braischen Curven,  welche  sie  enthält,  in  jener  Ebene  eine  Schaar  von 
parallelen  Greraden  entspricht. 

3.  Die  erwähnten  Flächen  sind  einander  paarweise  z n. ge- 
ordne t,  in  der  Art,  dass  von  je  zwei  einander  zugeordneten  Flächen 
jede  eine  Biegungs fläche  der  andern  ist,  während  den  Krümmungs- 
linien der  einen  die  Asymptotenlinien  der  andern  entsprechen  und 
umgekehrt.  Hierbei  stehen  die  auf  den  Flächen  eines  Paares  liegenden 
zwei  Schaaren  von  algebraischen  Curven  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  Curven  der  einen  Schaar  die  Biegungslinien  der 
orthogonalen  Trajectorien  der  Curven  der  andern  Schaar  sind 
und  umgekehrt. 

Man  kann  nun  die  Aufgabe  stellen: 

Alle  nicht  algebraischen  Minimalflächen  zu  be- 
stimmen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthalten. 

Einen  Theil  der  Lösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe  enthält 
die  vorliegende  Abhandlung. 

I. 

Es  seien  x^  y^  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  einer  gegebenen  algebraischen  Curve,  X,  F,  Z  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  eine  Normale  dieser  Curve  im  Punkte  x^  y,  ^, 
deren  Lage  sich  längs  der  Curve  nach  einem  gegebenen  algebraischen 
Gresetze  ändert,  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst. 

Es  wird  vorausgesetzt,  es  seien  x,  y,  z,  X,  Y,  Z  gegebene  ra- 
tionale Functionen  zweier  Variablen  ^,  r,  zwischen  denen  eine  un- 
zerlegbare algebraische  Grleichung  von  der  Form  F{t,t)  =  0  besteht, 
in  der  Weise ,  dass  auch  umgekehrt  t  und  r  als  rationale  Functionen 
von  x,  y,  0,  X,  Y,  Z  dargestellt  werden  können.  Alle  Coefiicienten 
werden  als  reell  vorausgesetzt. 

Wird  nun  mittelst  des  im  Art.  V  der  Miscellen*)  angegebenen 
Systems  von  Grleichungen  eine  Minimalfläche  bestimmt,  welche  die 
gegebene  Curve  enthält,  und  deren  Normale  in  jedem  Punkte  dieser 
Curve  mit  der  vorher  erwähnten  Normale  der  Curve  zusammenfällt, 
so  sind  die  Grössen  s  und^(s),  von  denen  die  analytische  Bestimmung 


*)  Siehe  S.  179  dieses  Bandes. 
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dieser  Minimalfläche   abhängt ,    durch   die  Grössen   t ,  r   rational   aus- 
drückbar, wie  aus  den  Gleichungen 

_    X  +  Yi 


^  äx^i{Zäy-Yäz)  ^  dy ^-i{Xdz~Zdx)  _  dz ■\-%{Ydx—Xdy) 

{X-S^)ds  ~  i(l+s')(?S  ~  25(^5 

hervorgeht. 

Hieraus  folgt,  dass  die  durch  die  beiden  Grössen  s,  ^(s)  be- 
stimmte Klasse  von  algebraischen  Functionen  unter  der  durch  die 
Grössen  t,  t  bestimmten  Klasse  enthalten  ist. 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  die  Functionen  x^  y,  is ,  X,  Y,  Z 
nicht  speciellen  Bedingungen  genügen ,  wird  es  auch  umgekehrt  mög- 
lich sein,  die  Grössen  ^,  r  rational  durch  die  Grössen  s  und  ^(s)  aus- 
zudrücken. Unter  dieser  Voraussetzung  wird,  wenn  s^  und  iJ,(&'j)  die 
zu  s  und  ^(5)  conjugirten  complexen  Grössen  bezeichnen,  auch  s^  und 
%i{s^  rational  durch  t  und  t  und  umgekehrt  t  und  x  durch  s^  und 
3^,(5i)  rational  ausdrückbar  sein,  und  es  wird  hierdurch  eine  rationale 
Transformation  zwischen  s,  ^(5)  einerseits  und  s,,  %^s^  andererseits 
erhalten,  welche  eindeutig  umkehrbar  ist. 

n. 

Wenn  eine  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthält ,  so  bestimmt  jede  Curve  der  Schaar  in  Verbindung  mit  der 
auf  der  Kugel  vom  Radius  1  durch  parallele  Normalen  ihr  entspre- 
chenden Curve  eine  bestimmte  Klasse  von  algebraischen  Functionen, 
unter  welcher  die  durch  die  Grössen  s  und  %{s)  bestimmte  Klasse 
enthalten  ist. 

Das  Umgekehrte  findet  nicht  immer  statt;  denn,  wenn  z.  B.  die 
Minimalfläche  eine  algebraische  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  derselben 
in  unendlich  mannigfaltiger  Weise  eine  Schaar  von  algebraischen 
Curven  wählen,  so  dass  die  durch  die  einzelnen  Curven  der  Schaar 
bestimmten  Klassen  von  algebraischen  Functionen  in  der"  durch  s  und 
%{s)  bestimmten  Klasse  nicht  enthalten  sind. 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  auf  einer  nicht  alge- 
braischen Minimalfläche  eine  Schaar  von  algebraischen  Curven  liegt, 
welche  in  der  durch  s  und  ^  (s)  bestimmten  Klasse  nicht  enthalten 
sind.     (S.  das  Beispiel  3  des  Art.  IV.) 

Im  Folgenden   wird   nun    der  Fall  etwas  genauer  untersucht,    in 
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welchem  die  algebraisch e  Klass e  jeder  auf  der  Minimal- 
fläche liegenden  Curve  der  Schaar  unter  der  durch  s 
und^(s)  bestimmten  algebraischenKlasse  enthalten  ist. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind,  wenn  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  einer  Curve  der  Schaar  x,  y,  z,  und  des  demselben 
entsprechenden  sphärischen  Bildes  X,  Y ,  Z  in  der  im.  Art.  I  ange- 
gebenen "Weise  durch  zwei  Grössen  t,  t  rational  ausgedrückt  werden, 
für  jede  Curve  der  Schaar  die  beiden  Grrössen  t  und  t 
durch  die  beiden  Grössen  s  und  ^(s)  rational  ausdrückbar. 

Beweis.  Zwischen  den  Grössen  s,  %{s),  x,  y,  z,  X,  Y,  Z, 
U,  V,  W  bestehen  ausser  den  bereits  angeführten  folgende  Gleichungen 

X  =  ^U,  y  =  ^V,  ^  =  ^W, 

dU  =  {l-s')^{s)ds,    dV  =  i{l+s')^(s)ds,    dW  =  2s^{s)ds, 

dU=dx  +  i{Zdy-Ydz),  dV==dy  +  i{Xdz-Zdx),  dW=  d;s  +  i{Ydx-Xdy), 

Xdx  +  Ydy-{-Zdz  =  0,XdU+YdV+ZdW^O,{dUy+{dVy+{dWy=0, 

X'+Y'+Z'=  1,     dU-dx  +  dV-dy  +  dW-dz  =  dx'+dy'+ds\ 

_  .    dW'dy-dVdz         ^  .    dU-dis-dW-dx        _  .    dV-dx-dU-dy 
^~**     dx'-^dy'+dz'     '  *■     dx'+dy'+dz'    ,Z-i-    ^^2^^y.^^^2    ' 

Wenn  nun  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  beliebigen  Punktes  einer  der 
Schaar  angehörenden  Curve  durch  die  beiden  Grössen  s  und  ^is)  ra- 
tional ausdrückbar  sind,  so  sind  in  Folge  der  vorstehenden  Gleichungen 
auch  die  Grössen  X,  Y,  Z  rational  durch  s  und  ^(s)  ausdrückbar, 
und  hieraus  ergibt  sich,  in  Folge  einer  bezüglich  der  Grössen  t,  t 
getroifenen  Voraussetzung,  dass  auch  die  Grössen  t  und  t  rational 
durch  die  Grössen  s  und  %{s)  ausdrückbar  sind,  was  in  dem  oben 
ausgesprochenen  Satze  behauptet  wurde. 

Unter  der  angegebenen  Voraussetzung  gibt  es  also  eine  Schaar 
rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transformationen  zwischen  s ,  ^{s) 
einerseits  und  s^,  ^i(s^)  andererseits,  da,  wie  im  Art.  I  ausgeführt 
wurde ,  jede  Curve  der  Schaar  eine  solche  Transformation  nach 
sich  zieht. 

Folglich  gibt  es  auch  eine  Schaar  rationaler  eindeutig  umkehr- 
barer Transformationen  der  zwischen  s  und  ^{s)  bestehenden  alge- 
braischen Gleichung  in  sich  selbst. 

Hieraus  ergibt  sich  nach  einem  Lehrsatze ,  welchen  ich  in  dem 
Aufsatze  „Heber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen,  welche  eine  Schaar  rationaler    eindeutig    um- 
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kehrLarer  Transformationen  in  sich  selbst  zulassen^'  *)  bewiesen  habe, 
dass  die  Grössen  s  und  '^{s)  entweder  rationale  Functionen 
oder  eindeutige  elliptische  Functionen  einer  unab- 
hängig veränderlichen  Grrösse  sind. 

m. 

„.         dU     dV     dW       ^.  1     T.      ^.  .  ,,..     . 

Wenn  —j—,  -7—,  — — -  rationale  Functionen  einer  unabhängig 

veränderlichen  Grösse  t  sind ,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  da- 
mit die  zugehörende  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer  Curven 
enthalte ,  dass ,  wenn  mit 

2^,log(i^-^,),     IB,log{t-t,),     lC,log{t-t,) 

die  in  ü,  V,  W  vorkommenden  logarithmischen  Glieder  bezeichnet 
werden,  die  Gleichungen 

m:iÄ,log {t-t,)  =  const.,  miB,log{t-t,)  =  const.,  miC,log{t-Q  =  const. 

in  der  ^Ebene  dieselbe  Schaar  algebraischer  Curven  dar- 
stellen. 

Damit  diese  Gleichungen  dieselbe  Curvenschaar  darstellen,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass 

lA,.logit-Q,    lB^og{t-t,),    lCJog(t-t,) 

in  constantem   reellem  Verhältnisse    stehen.     Mittelst  einer  Coordi- 
natentransformation   kann  man  in   diesem  Falle   bewirken,    dass  nur 
W,  nicht  aber  U  und  V  logarithmische  Glieder  enthält,  dass  also  alle 
Coefficienten  Ä,  und  B^  gleich  Null  sind. 
Damit  die  Gleichung 

^lC,log{t-t,)  =  const. 

eine  Schaar  algebraischer  Curven  darstelle,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  alle  Coefficienten  C^  entweder  reelle  oder  rein  ima- 
ginäre Werthe  haben  und  dass  die  Verhältnisse  je  zweier  unter  ihnen 
rational  sind. 

IV. 

Es  sollen  nun  einige  specielle  Fälle  von  nicht  algebraischen  Mi- 
nimalflächen genauer  untersucht  werden ,  welche  der  im  Art.  III  ins 
Auge  gefassten  besonderen  Art  angehören. 


*)  Abgedruckt  im  zweiten  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlungen.  I.  14 
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1.     Die  Functionen   ?7  und  F  werden  für  zwei  Werthe  t'  und  t" 
von  t  unendlicli  gross  erster  Ordnung. 

In  diesem  Falle  erhält  man  {t—t'y-  (t—fy  als  gemeinsamen  Nenner 

,       ,..,..,      dU     dV     dW      C5  w 
der  drei  Ausdrucke  -j^^,  -3-7-,  — 5-^-.     Setzt  man  nun 
dt  ^    dt       dt 

äW  _  (t-c,).{t^c,) 

dt  ~    ' '  (t-ry-it-^ry  ' 

so  ist  in  Folge  der  Grleichung 


dU+idV 
dt 

dU-idV 
dt 

= 

-r.TI 

dü+idV 
dt 

= 

(i- 

■c^y 

'«  {t-tr 

'{t- 

■t"y ' 

dU-idV 

c-     ^^- 

-c.y 

dt 

'»  (t-tj. 

{t- 

t"y 

zu  setzen.  Damit  nun  C/"  und  F,  also  auch  Z7+»Fund  ?7—iF  ein- 
deutige Functionen  von  t  seien,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  beiden  Gleichungen 

{c-t')-{c,-t")  =  0,     (c,-r).(c,-r)  =  0 

erfüllt  sind.    Man  kann  also 

c,  =  t",    c,  =  t' 

setzen  und  erhält  dann,  von  additiven  Constanten  abgesehen, 

In  diesem  Falle  stellen  die  Grieichungen 

die   Meusniersche    Schraubenfläche    oder    die    durch   Rotation   der 

Kettenlinie  um  ihre   Directrix    als   Axe   entstehende  Rotationsfläche 

c'  c" 
dar,  jenachdem  die  Grrösse    „^°     einen  reellen  oder  einen  rein  ima- 
ginären Werth  hat. 

2.  Die  Functionen  i7+*Fund  C—iF  werden  für  zwei  "Werthe 
von  t,  nämlich  für  ^  =  0  und  für  t  =  00,  unendlich  gross  zweiter 
Ordnung. 

Setzt  man  in  diesem  Falle 
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dt 


so  sind  zwei  Anordnungen  zulässig; 

dU+idV  _       (t-cj{t-r.,)it-c,) 

dt         ~  ''  f 

dU-idV  _       {t-c,y{t~c,){t-c,) 

dt      ~  "'  f 

c„     t—c. 


dU+idV  _  „  {t-c,)\t-cj 
dt        —  ^0  •  ^ 


dU-idV 


dt 


{t^cjjt-cj 

f 
<_  {t-c,){t-c,) 


Damit  nun  U  und  V  keine  logarithmischen  Grlieder  enthalten,  müssen 
die  Gleichungen 


erfüUt  sein,  aus  denen  sich 

Cs  =  -{c,-^c,)  +  \lc\  +  c,c,+  cl, 


c,  =  -{c,+  c^)-\lc\  +  c^c^+c\ 


Cs  =    -(2-V^)c,, 
C*  =  —  (2-s/3)C2 


ergibt.  Der  in  W  vorkommende  Logarithmus  von  t  hat  den  Coeffi- 
cienten 

-2iclc:(cl  +  c,c,+  cl).     \      _ic:<(2-v/3)(c,-cj. 

Hat  dieser  Coefficient  einen  reellen  oder  einen  rein  imaginären  "Werth, 
so  enthält  die  zugehörende  Minimalfläche  eine  Schaar  algebraischer 
Curven  des  vierten  Grades,  welche  der  Curvenschaar 

fUlogt  =  const. ,     beziehungsweise    91* log  ^  =  const. 
entspricht. 

Unter  den  auf  die  angegebene  "Weise  bestimmten,   von  zwei  we- 

c  c' 

sentlichen  Constanten ,   nämlich  den  Verhältnissen  -^  und  -— ,  abhän- 

genden   Minimalflächen   ist    eine    einfach    unendliche  Mannigfaltigkeit 

durch  die  Bedingung   ausgezeichnet,  dass   die  Grösse   W  ausser  dem 

logarithmischen  Gliede   nur  Potenzen  von  t  mit  geradem  Exponenten 

enthalten  soll. 

Damit  dieses  eintrete,  ist  in  Folge  der  Gleichungen 

c,+  c,+  C3+c,  =  -{c,+  c,)     I    C1+C2+C3+C,  =  (v'3-i)(c,+  cj 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  Cj  =  —  c,  gesetzt  werde. 

14* 
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In  diesem  Falle  kann  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 


Ci  =  1,     c,  =   -1, 
C3  =  1,     c,  =   -1 


v/3  +  1 

v/2 

v/3— 1 

v/2 


C4   = 


v/3  +  1 

V'2 

v/3  — 1 

V2 


setzen,    während  das  Verhältniss  c'^ic"  willkürlich  bleibt.     Setzt  man 
auch  noch  c^  =  c"  =  1,  so  erhält  man  folgende  specielle  Grleichungen 


W  =  ^iif~t-')-2ilogt, 
.t-1 


W  =  ^i{f-r')~4ilogt, 


Aus    den    Gleichungen    auf   der    linken    Seite    ergeben    sich ,    wenn 
t  =  r-  e'^*  gesetzt  wird ,  die  folgenden 

x  =  \ (r'+  r~^)  cos 2cp,y=  —2 {r  —  r~' )  sin 9p,  ^  =  —  1  (r'+  r~^)  sin 2y  +  2<p, 


ref*-\-l 


Diese  Gleichungen  stellen,  wenn  (p  =  (2n+l)^7t  gesetzt  wird,  für 
jeden  ganzzahligen  Werth  von  n  eine  Parabel  dar.  Alle  diese  Pa- 
rabeln liegen  auf  dem  parabolischen  Cylinder 

f  =  -8(^+1). 

Da  für  die  angegebenen  Werthe  von  9p  der  absolute  Betrag  der 
Grösse  s  gleich  1  ist,  so  liegen  die  längs  jeder  von  diesen  Parabeln 
construirten  Normalen  der  Minimalfläche  in  der  Ebene  der  betreffen- 
den Parabel.  Die  durch  die  obigen  Gleichungen  dargestellte  perio- 
dische Minimalfläche  wird  daher  von  dem  parabolischen  Cylinder 
y^  =  — 8(x+l)  längs  dieser  Parabeln  berührt.  Die  erwähnten  Pa- 
rabeln sind  geodätische  Linien  der  Minimalfläche. 

Für  jeden  constanten  Werth  von  cp  stellen  die  obigen  Gleichungen 
ebenfalls  eine  Parabel  dar,  welche  Schnittlinie  der  Ebene 


G0ä2(p 


2(p 


=  0 
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mit  dem  parabolischen  Cylinder 


ö  sm  (f  cos ; 

ist.  Längs  jeder  Parabel  der  Scliaar  wird  die  Minimalfläche  von  einem 
parabolischen  Cylinder 

y'^+^  +  f^+i  =  0 

8  sin''  9  tg  gj 

berührt.  Für  den  Werth  r  =  1  stellen  die  obigen  Grleichungen  eine 
in  der  Ebene  ?/  =  0  liegende  Cycloide  dar,  welche  eine  geodätische 
Linie  der  Minimalfläche  ist. 

Ans  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Minimal- 
fläche dieselbe  ist,  auf  welche  Herr  Catalan  im  Jahre  1855  geführt 
wurde  und  für  welche  derselbe  eine  geometrische  Construction  ge- 
geben hat,  Lässt  man  ZJ,  F,  W,  in  — i?7,  — iF,  —  i TF  übergehen,  so 
geht  aus  dieser  Fläche  eine  andere  hervor,  welche  eine  Biegungs- 
fläche derselben  ist. 

Auf  dieser  durch  die  Gleichungen 

a;  =  |-(r^— »•"'')  sin 2gj,  ?/ =  2(r-fr"*)cos9  ,  ^  =  |(r*  — r"^)  cos2qD— 21ogr 

dargestellten  Minimalfläehe  liegt  eine  Schaar  von  Raumcurven  vierten 
Grades,  in  welchen  die  Rotation scy linder 

if»-f(^  +  21ogr)^  =  \{r'-r-')' 

von  den  parabolischen  Cylindern 

y2  =  4L±I_l(^4.21ogr)-}-2(r-f-r-»)^ 

geschnitten  werden. 

Im  Punkte  a;  =  0,  2/  =  0,  ^  =  —  ^(r^-r-')-21ogr  berühren 
sich  beide  Cylinder;  in  diesem  Punkte  besitzt  daher  ihre  Schnittlinie 
einen  Doppelpunkt.  Längs  jeder  Curve  der  Schaar  wird  die  Minimal- 
fläche von  einem  Rotationskegel 

berührt.  Die  ^-Axe  ist  eine  DoppeUinie  der  Fläche,  Dasselbe  gilt 
bezüglich  der  «/-Axe,  von  welcher  der  zwischen  ?/  =  —  4  und  y  =  +  4 
liegende  Theil  mit  reellen  Flächenelementen  zusammenhängt.  Die 
Endpunkte  dieser  Strecke  sind  uniplanare  Doppelpunkte  der  Fläche. 
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Ueberhaupt  besitzen  alle  Minimalflächen,  zu  welchen  die  auf  der 
linken  Seite  der  obigen  Entwickelungen  zu  Grunde  gelegte  Anord- 
nung führt,  uniplanare  Doppelpunkte,  welche  den  Werthen  ^  =  c,  und 
t  z=  c^  entsprechen.  — 

Die  Grieichungen  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Entwicke- 
lungen (S.  212)  führen  zu  einer  periodischen  Minimalfläche,  welche 
von  den  Ebenen 

z  =  2(2n+l)7t 

in  geodätischen  Linien  geschnitten  und  längs  dieser  ebenen  Curven 
von  der  Cylinderfläche 

x^-2{iyy-{iyy  =  0 
berührt  wird. 

Lässt  man  auch  bei  dieser  Fläche  U,  V,  TT  beziehlich  in  —iü, 
—  iV,  —*W  übergehen,  so  erhält  man  eine  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmte  Minimalfläche 

y  =  2^2{r  +r-')cos(p, 

z=        K»*^— r~^)  cos29)— 41ogr. 

Für  jeden  constanten  Werth  von  r  stellen  diese  Gleichungen  eine 
Raumcurve  vierten  Grades  dar,  welche  Schnittlinie  des  elliptischen 
Cylinders 

r      X r    r z  -f 4iog^r  _ 

mit  dem  parabolischen  Cylinder 

y'  =  8f^lT[^  +  i(^^-^-^)  +  41ogr] 

ist.     Dem  Werthe  r  =  1  entspricht  eine  ebene  Curve  vierten  Grades 

x^-2{^\yJ-\-{^\yr  =  0,    ^  =  0, 
welche  eine  geodätische  Linie  der  Minimalfläche  ist. 

Die  ^-Axe  ist  eine  Doppellinie  der  Fläche. 

3.  Ein  Beispiel  für  den  Fall ,  in  welchem  die  Function  W  sich 
an  drei  Stellen  logarithmisch  verzweigt,  nämlich  für  die  Werthe 
t  =  —1,  t  =  +1  und  ^  =  oo,  ist  das  folgende: 

,        er/N  3  +  6^*-^* 

U='l±f,     F=^|it^,     TF=log(l-.)  +  (j^^;^. 
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Die  algebraisclien  Curven  der  Minimalfläche  entsprechen  den  in  der 
^-Ebene  liegenden  confocalen  Lemniskaten,  deren  Brennpunkte 
die  Punkte  ^  =  —  1  und  t  =  +1  sind. 

Dieser  specielle  Fall  unterscheidet  sich  von  allen  andern  meines 
Wissens  bisher  genauer  untersuchten  nicht  algebraischen  Minimal- 
flächen, welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten,  dadurch, 
dass  die  algebraischen  Klassen,  welche  durch  irgend  zwei  der  Schaar 
angehörende  Curven  bestimmt  werden,  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden  sind.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  jeder 
Curve  der  Schaar  sind  darstellbar  als  eindeutige  elliptische  Functionen 
einer  veränderlichen  Grösse,  aber  die  zugehörende  absolute  Invariante 
ändert  sich  beim  Uebergange  von  einer  Curve  der  Schaar  zur  un- 
endlich benachbarten. 

In  diesem  Falle  sind  also  die  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
algebraischen  Curven  in  der  durch  s  und  ^(s)  bestimmten  algebrai- 
schen Klasse  nicht  enthalten. 


Die  allgemeine  Untersuchung  wird  jetzt  an  der  Stelle  wieder 
aufgenommen,  wo  dieselbe  durch  die  Betrachtung  specieller  Fälle 
unterbrochen  wurde. 

Im  Art.  II  ist  gezeigt  worden ,  dass  die  Grössen  s  und  j^  (s) 
unter  den  daselbst  angegebenen  Voraussetzungen  entweder  rationale 
Functionen  oder  eindeutige  elliptische  Functionen  einer  veränderlichen 
Grösse  sind. 

In  diesem  Artikel  wird  nun  der  Fall  genauer  untersucht,  in 
welchem  die  Grössen  s  und  ^(s)  eindeutige  elliptische  Functionen 
eines  Argumentes  u  sind. 

Aus  demselben  Grunde ,  aus  welchem  die  Coefficienten  der  zwi- 
schen t  und  T  bestehenden  algebraischen  Gleichung  als  reell  voraus- 
gesetzt worden  sind,  kann  man  von  der  Annahme  ausgehen,  dass  die 
Invarianten  g^  und  g^  der  elliptischen  Functionen  pu  und  p'u,  durch 
welche  t,  t,  s  und  ^(s)  rational  ausgedrückt  werden,  reelle  Werthe 
haben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  entsprechen  conjugirten  Werthen 
t,  ti  auch  conjugirte  Werthe  u,  u^  des  Argumentes,  und  es  hat  daher 
die  Diff'erenz  u—u^  einen  rein  imaginären Werth,  welcher  mit  2vi  be- 
zeichnet werden  möge.  Da  nun  jede  der  rationalen  eindeutig  umkehr- 
baren Transformationen  der  zwischen  s  und  ^  (s)  bestehenden  Gleichung 
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in  die  zwischen  s,  und  ^i(s,)  bestehende  Grleicliung  für  die  Grösse 
M— Wj  einen  constanten  Werth  ergibt,  —  die  Scblussfolgerung  ist 
der  in  dem  angeführten  Aufsatze  angewandten  völlig  "  analog  —  so 
kann  die  Grösse  v  als  Parameter  der  auf  der  Minimalfläche  liegenden 
Schaar  algebraischer  Curven  angesehen  werden. 

Die  Gleichung  u—u^  =  2v%  stellt,  wenn  v  als  veränderlicher  Pa- 
rameter angesehen  wird,  in  der  M-Ebene  eine  Schaar  von  parallelen 
Geraden  dar ,  längs  denen  der  imaginäre  Bestandtheil  der  Grösse 
u  einen  constanten  "Werth  hat.  Weil  aber  die  Grösse  u  als  eine 
Function  des  complexen  Argumentes  s  angesehen  werden  kann  und 
in  Folge  dessen  die  Minimalfläche  auf  die  w-Ebene  conform  abgebildet 
wird,  so  bilden  die  auf  der  Minimalfläche  liegenden  der  Schaar  ange- 
hörenden algebraischen  Curven  nebst  ihren  orthogonalen  Trajectorien 
ein  isometrisches  Curvensystem  auf  der  Fläche,  mit  anderen 
Worten,  die  erwähnte  Curvenschaar  vermag  nebst  der  zu  ihr  ortho- 
gonalen Curvenschaar  die  Minimalfläche  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zu  theilen. 

Setzt  man  nun  u  =  u'+vi,  wo  u'  eine  veränderliche  Grösse  be- 
zeichnet, welche  zunächst  nur  reelle  Werthe  annehmen  soll,  so  ergibt 
sich  aus  der  Voraussetzung,  welche  bezüglich  der  auf  der  Minimal- 
fläche liegenden  Curven  der  Schaar  gestellt  worden  ist,  und  aus  dem 
für  die  Function  pu  geltenden  Additionstheorem ,  dass  die  reellen 
Theile  der  drei  Functionen  U,  V,  W  für  jeden  constanten  Werth  von 
V  rationale  Functionen  von  pu'  und  p'u'  sein  müssen. 

Denn   für  jeden   constanten  Werth  von  v  sollen   die  Gleichungen 

eine  algebraische  Curve  darstellen ,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  derselben  durch  s  und 
%  (5),  also  auch  durch  pu  und  p'u  rational  ausdrückbar  sind.  Da  nun 
u  =  u'+vi  ist  und  p{u'-\-vi)  sowohl  als  p'{u'-]-vi)  in  Folge  des  für 
diese  Functionen  geltenden  Additionstheorems  durch  pu'  und  p'u'  ra- 
tional ausdrückbar  ist,  so  sind  auch  die  reellen  Theile  von  fJ,  F,  W 
für  jeden  constanten  Werth  von  v  rationale  Functionen  von  pu' 
und  p'u'. 

Damit  dieses  eintritt,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  zwei 
Bedingungen  erfüllt  sind: 

erstens,  dass  in  den  für  die  Umgebung  irgend  eines  Werthes 
w  =  Wo  geltenden  Entwickelungen  von  ü ,   V,   W  nach  Potenzen  von 
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u—u^  für  keinen  Werth  von  u^  ein  mit  dem  Factor  log(M— w^)  be- 
haftetes Grlied  auftrete,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Functionen 
U,  V,   W  kein  Integral  dritter  Art  enthalten; 

zweitens,  dass  die  Coefficienten  der  in  den  drei  Functionen 
U,  V,  W  vorkommenden  mit  -z: — ,  beziehungsweise  mit  u  multipli- 
cirten  Glieder  rein  imaginäre  Werthe  haben. 

Beweis.  Bezeichnet  CT,  die  zu  der  G-rösse  Z7  conjugirte  Grrösse, 
welche  eine  Function  der  zu  der  Grösse  u  conjugirten  Grösse  Mj  ist, 
so  gilt,  vorausgesetzt,  dass  den  Grössen  u  und  u^^  zunächst  nur  con- 
jugirte  Werthe  beigelegt  werden,  die  Gleichung 

2mU  =   U+U,. 

Setzt  man  nun  u  =  u'+vi,  u^  =  ti'  —  vi,  so  soll  nach  der  Voraus- 
setzung für  jeden  constanten  Werth  von  v  U +  11^  eine  rationale 
Function  von  pn'  und  p'u'  sein;  man  erhält  also  die  Gleichung 

in  welcher  B  eine  rationale  Function  bezeichnet,  deren  Coefficienten 
anal3'tische  Functionen  des  Parameters  v  sind. 

Man  kann  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  der  Variablen  u  nur 
reelle  Werthe  beigelegt  werden  sollen,  fallen  lassen,  weil  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Functionen  analytische  Functionen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  ü  +  ü^  als  Function  der  jetzt  un- 
beschränkt veränderlichen  Grösse  u'  betrachtet  für  alle  endlichen 
Werthe  dieser  Grösse  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt. 
Aus  diesem  Grunde  ist  U+U^  an  keiner  Stelle  logarithmisch 
verzweigt. 

Es  kann  aber  auch  die  Grösse  ü  an  keiner  Stelle  logarithmisch 
verzweigt  sein. 

Enthielte  nämlicli  die  für  die  Umgebung  irgend  eines  Werthes 
u  =  u^  geltende,  nach  Potenzen  von  u  —  u^  fortschreitende  Entwicke- 
lung  von  U  das  Glied  C  log  (u  —  u^),  so  würde  die  für  die  Umgebung 
des  Werthes  u' =  u^—vi  geltende  Entwickelung  von  U  das  Glied 
C\og[u  —  {u^—viy\  und  die  für  die  Umgebung  desselben  Werthes  gel- 
tende Entwickelung  von  CT,  das  Glied  —  C  log  [u'—{u^— vi)]  enthalten 
müssen.  Hieraus  würde  folgen ,  dass  die  für  die  Umgebung  des 
Werthes  m,  =  u^—2vi  geltende  Entwickelung  von  U^  das  Glied 
-'Clog[u^—(u^  —  2vi)],    und    die    für    die   Umgebung    des    Werthes 
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u  =  t/o  1  +  2t^?'  geltende  Entwickelung  von  TJ  als  GUed 

enthalten  müsste,  wenn  «^1,  C^  die  zu  den  Grössen  w^,  G  conjugirten 
Grössen  bezeiclinen. 

Da  nun  die  Function  U  innerhalb  jedes  Periodenparallelogramms 
jedenfalls  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  logarithmisch 
verzweigt  sein  kann,  so  besitzt  dieselbe  für  den  Werth  u  =  w^ ,  +  2vi^ 
wenn  v  nicht  specielle  Werthe  annimmt,  den  Charakter  einer 
ganzen  Function.  Es  muss  also  G^  und  demnach  auch  G  gleich 
Null  sein. 

Hiermit  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Satzes  bewiesen. 

Weil  die  Functionen  U ,  V,  W  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen an  keiner  Stelle  logarithmisch  verzweigt  sind,  besitzen  die- 
selben die  Gestalt 

{Ä  +  Bi)^  +  iG  +  m)u  +  B,{pu,p'u), 

wo  Ä,  B,  C,  D  reelle  Constanten  sind  und  B^  eine  rationale  Function 
bezeichnet. 

Der  reelle  Theil  dieses  Ausdruckes  erhält,  wenn  u  =  u'+vi  ge- 
setzt und  die  Veränderlichkeit  von  m'  und  v  auf  reelle  Werthe  be- 
schränkt wird,  nach  dem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art 
geltenden  Additionstheoreme  die  Gestalt 

^  ISt  +  ^*l^  +  ^^'"^^  +  ^^  t^K),  pV),  f(^0  ,  p'(vi)] , 

wo  B^  eine  rationale  Function  bezeichnet. 

Dieser  Ausdruck  ist,  wenn  der  Grösse  v  ein  constanter  Werth 
beigelegt  wird,  nur  dann  eine  doppeltperiodische  Function  von  u, 
wenn  Ä  und  G  einzeln  gleich  Null  sind. 

Es  muss  also  sowohl  Ä  als  auch  G  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Hiermit  ist  der  zweite  Theil  der  oben  aufgestellten  Behauptung 
bewiesen. 

Die  -Aufgabe : 

;,Alle    nicht     algebraischen    Minimalflächen     zu    be- 
stimmen,  welche   eine  Schaar  algebraischer  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  mit  den  Grössen  s  und  ^(5)  in  dieselbe 
Riemannsche  Klasse  gehörender  Curven  enthalten,"^ 
ist    daher  mit  Ausnahme    des  Falles ,   in   welchem   s  und  ^  (5)    durch 
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dieselbe  veränderliche  Grösse  t  rational  ausdrückbar  sind,  allgemein 
zurückgeführt  auf  folgendes  algebraische 

Problem: 
Durch  Gleichungen  von  der  Form: 

U  =  i[Au  +  A' -||-J  +  F,{pu ,  p'u) , 
V=  i(Bu  +  B'§^)  +  F,{pu,p'u), 

in  welchen  Ä-C  reelle  Constanten  und  F^,  F^,  F^  ra- 
tionale Functionen  bezeichnen,  sollen  drei  linear  unab- 
hängige Functionen  U,  V,  W  derselben  unbeschränkt 
veränderlichen  Grösse  M  bestimmt  werden,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe  der  Quadrate  ihrer 
Ableitungen  identisch  gleich  Null  ist. 

Die  Function  pu  ist  mit  ihrer  Ableitung  p'u  durch  die  Gleichung 

verbunden,  in  welcher  g^  und  g^  zwei  reelle  Grössen  bezeichnen. 
Die  Constante  der  Integration  ist  durch  die  Bedingung 

f(0)  =  «> 

bestimmt. 

Von  der  Function  pu   hängt  die  Function   6u  durch   die   Diffe- 
rentialgleichung 

d*  log  5  m 

-*? '"" 

ab  und  ist  durch  die  Bedingungen  6'(0)  =  1 ,  6"(0)  =  0  eindeutig 
bestimmt.  Die  Function  — ^ ,  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Art, 
betrachtet  als  Function  des  elliptischen  Integrals  erster  Art  w,  ist 
durch  die  Gleichung 

6'm  dlog(5u 

6u  du 

bestimmt. 

Wenn    es    gelungen   ist,    drei  Functionen  U,   V,   W  den   Bedin- 
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gungen  des  obigen  Problems  gemäss  zu  bestimmen ,  so  stellen  die 
Grleichungen 

X  =  diU,    y  =  9^F,    z  =  ^W, 

wie    sich    aus    dem  Additionstheorem   ergibt,    eine  Minimalfläche  dar, 
welche  eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthält.     Jeder  Geraden  der 
^<- Ebene,    längs    welcher  der  imaginäre  Bestandtheil  der  Grrösse  m 
einen  constanten  Werth  hat,  entspricht  eine  Curve  der  Schaar. 
Unter  derselben  Voraussetzung  stellen  die  Gleichungen 

X  =  miU,    y  =  ^iF,     z  =  SüiW 

eine  zweite  Minimalfläche  dar ,  welche  eine  Biegungsfläche  der  vo- 
rigen ist  und  welche  ebenfalls  eine  Schaar  algebraischer  Curven  ent- 
hält. Jeder  Geraden  der  u  -  Ebene ,  längs  welcher  der  reelle  Be- 
standtheil der  Grösse  u  einen  constanten  Werth  hat,  entspricht  eine 
algebi-aische  Curve  auf  dieser  zweiten  Minimalfläche. 

Bemerkung.  Der  einfachste  Fall  der  im  letzten  Artikel  be- 
trachteten Minimalflächen  ergibt  sich,  wenn  die  mit.  U,  V,  W  bezeich- 
neten Functionen  der  Bedingung  unterworfen  werden,  innerhalb  jedes 
Periodenparallelogramms  nur  für  zwei  Werthe  des  Argumentes  u  und 
zwar  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  zu  werden.  Eine  nähere 
Untersuchung  zei^t,  dass  in  Folge  der  übrigen  Bedingungen  des 
Problems  die  Difl'erenz  dieser  beiden  Werthe  eine  halbe  Periode  sein 
muss.  Als  allgemeine  Gleichung  der  durch  die  angegebene  Bedingung 
charakterisirten  Minimalflächen  ergibt  sich  bei  passender  Wahl  des 
Coordinatensystems 


{^-^-^2^)+f- 


^-eA  =  0. 


Es   ist   hierbei   vorausgesetzt ,    dass    die   drei   Wurzeln   e^,  e^,  e^   der 
Gleichung  As^—g^s—g^  =  0  reelle  Werthe  haben  und  dass 

{e,-e,){e,-e,)  ==  1 
ist.     Die   betrachteten  Flächen,    welche   von   den  Ebenen   b  =  const. 
in  Kreisen  geschnitten  werden,  stimmen  mit  den  von  Riemann  und 
von  Herrn  E  n  n  e  p  e  r  untersuchten  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthal- 
tenden Minimalflächen  überein. 
Göttingen,  1875. 


Sur  les  surfaces  ä  courbure  moyenne  nulle  sur 
lesquelles  on  peut  limiter  une  portion  finie  de 
la   surface  par   quatre  droites    situees   sur   la 

surface. 


Ln  le  9.  ÄTril  1883.    Comptes  rendas  de  TAcademie  des  sciences,  Tome  XCVI.  p.  1011. 

!Al  Foccasion  d'un  Memoire  recemment  public  par  M.  le  D' 
Edouard  Neovius,  de  Helsingfors,  et  intitule:  Determination  de 
deiix  surfaces  speciales  periodiques  ä  courbure  moyenne  nulle,  qui  con- 
tienncnt  un  nombre  inßni  de  ligncs  droites  et  en  nieme  temps  un  nombre 
inßni  de  courhts  geodesiques  planes  ^  je  deraande  ä  l'Academie  la  per- 
mission  de  präsenter  les  remarques  suivantes. 

Les  surfaces  ä  courbure  moyenne  nulle  sur  lesquelles  on  peut 
limiter  une  portion  finie  par  quatre  lignes  droites  formant  quatre 
aretes  d'un  t^traedre  offrent  cette  propriöte  bien  remarquable,  que, 
dans  le  cas  g^neral,  la  surface  est  composee  d'un  nombre  infini  de 
parties  egales  entre  elles;  car  cbaque  droite  situee  sur  une  surface 
ä  courbure  moyenne  nulle  est  un  axe  de  symetrie  de  la  surface,  qui 
peut  ainsi  etre  deduite  par  le  prolongement  analytique  de  chacune 
de  ses  portions. 

Dans  le  cas  gen^ral,  il  est  aisö  de  voir  que,  dans  cbaque  portion 
finie  de  l'espace,  il  entre  un  nombre  infini  de  röp^titions  des  quadri- 
lateres  ä  surface  courbe  en  question. 

Mais  il  y  a  des  cas  d'exception.  J'ai  trouve  qu'il  n'y  a  que 
cinq  surfaces  ä  courbure  moyenne  nulle  sur  lesquelles  on  puisse  li- 
miter entierement  une  portion  finie  de  la  surface  par  quatre  lignes 
droites,  et  qui  jouissent,  en  outre,  de  la  proprit^te  que,    dans  chaque 
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portion  finie  de  l'espace,  il  n'entre  qu'un  nombre  fini  de  repetitions 
d'un  tel  quadrilatere  a  surface  courbe. 

Pour  ces  cinq  surfaces,  toutes  les  lignes  droites  qu'elles  eon- 
tiennent  sont  paralleles  aux  axes  de  symötrie  d'un  cube.  On  pourrait 
Sans  doute  deduire  ce  r^sultat  du  travail  deM.  Camille  Jordan  sur 
les  groupes  de  mouvements.  J'y  suis  arrive  par  une  voie  töute 
diiFörente. 

J'ai  etudie  deux  de  ces  cinq  surfaces  dans  mon  Memoire  intitule : 
Determination  d'une  surface  speciale  ä  courhure  moyenne  nulle.  Berlin, 
1871.*) 

La  troisieme  est  l'objet  du  beau  travail  de  M,  Neovius,  qui 
ne  laisse  presque  plus  rien  a  desirer  sur  la  question. 

La  quatrieme  et  la  cinquieme  de  ces  surfaces  n'ont  pas  ete  6tu- 
diees  jusqu'a  präsent  d'une  maniere  approfondie. 

Les  equations  de  ces  cinq  surfaces  peuvent  etre  donn^es  au 
moyen  de  fonctions  elliptiques  des  coordonn^es  rectangulaires. 

Je  serais  heureux  que  l'Academie  voulüt  bien  m'autoriser ,  dans 
la  prochaine  söance,  a  mettre  sous  ses  yeux  quelques  expöriences  ä 
l'aide  d'un  liquide  glycerique  compose  d'apres  une  metbode  nouvelle, 
et  ä  lui  montrer  quelques  modeles  qui  se  rattacbent  ä  ces  cinq  sur- 
faces speciales. 


")  Voir  p.  6  de  ce  tome. 
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Festschrift  zum  siebzigsten  Geburtstage  des  Herrn  Karl  Weierstrass. 


Acta  societatis  scientiarnm  Fennicae,  tomns  XV.  p.  315—362. 

Zum  31'^^  Octöber  1885. 


Hochverehrter  Herr  Professor! 

Um  Ihnen  zu  dem  Tage,  an  welchem  Sie  auf  siebzig  Lebensjahre 
zurücJcblicJcen,  durch  eine  wissenschaftliche  Arbeit  eine  Freude  zu  bereiten, 
habe  ich  die  Beschäftigung  mit  einer  Frage  ivieder  aufgenommen,  deren 
Bearbeitung  Sie  vor  zwanzig  Jahren  einigen  Ihrer  Zuhörer  empfohlen 
haben. 

Das  Ergehniss,  zu  welchem  ich  durch  Anwendung  von  Schlussiveisen, 
die  von  Ihnen  ausgebildet  worden  sind,  gelangt  bin,  enthalten  die  folgenden 
Blätter;  ich  bitte  Sie,  dieselben  als  ein  Zeichen  dankbarer  Gesinnung 
freundlich  aufnehmen  zu  wollen. 


Verehrungsvoll 


B.  A.  Schwarz. 


224  Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts 


Erster  Theil. 

Ueber  Minimalflächenstücke , 

welche  bei  unverändert  gelassener  Begrenzungslinie 

ein  Minimum  des  Flächeninhalts  besitzen. 

1. 

Zwei  unendlich  benachbarte  Minimalflächenstücke. 

Eine  Minimalfläche  ist  eine  analytische  Fläche,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  in  jedem  Punkte  derselben  die  beiden  Haupt- 
krümmungshalbmesser der  Fläche  gleich  gross  und  entgegengesetzt 
gerichtet  sind. 

Es  sei  M  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes,  von  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien  begrenztes,  einfach  zusammen- 
hängendes, in  seinem  Innern  keinen  singulären  Punkt  enthaltendes 
Stück  einer  Minimalfläche.  Der  Flächeninhalt  dieses  Flächen  Stückes 
werde  mit  S,  seine  Begrenzungslinie  mit  L,  die  Länge  eines  Elementes 
dieser  Begrenzungslinie  mit  dL  bezeichnet. 

Es  sei  M'  ein  dem  Minimalflächenstücke  M  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung desselben  unendlich  benachbartes  Minimalflächenstück ,  be- 
züglich dessen  analoge  Voraussetzungen  erfüllt  sind,  wie  für  das 
Flächenstück  M.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  l'lächen- 
stücke  M  und  M'  keinen  gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

Der  Flächeninhalt  des  Flächenstückes  M'  werde  mit  S',  die  Be- 
grenzungslinie desselben  mit  L'  bezeichnet. 

Durch  die  beiden  unendlich  benachbarten  Begrenzungslinien  L 
und  L'  sei  eine  krumme  Fläche  F  gelegt,  so  dass  die  Curven  L  und 
L'  die  vollständige  Begrenzung  eines  auf  dieser  Fläche  liegenden 
gürtelförmigen  Flächenstreifens,  eines  Grürtels  von  unendlich 
schmaler  Breite  bilden.  Diese  Fläche  F  werde  als  gegeben  ange- 
sehen.   Der  betrachtete  Grürtel  werde  mit  Gr  bezeichnet. 

Es  bezeichne  dp  den  auf  der  »Fläche  F  gemessenen  unendlich 
kleinen  geodätischen  Abstand  des  Curvenelementes  dL  von  der  Gurve 
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L',  oder  die  Breite  des  Gürtels  G  au-  der  betrachteten  Stelle.  Das 
Product  dp  •  dh  bedeutet  die  Grösse  des  Flächeninhalts  eines  Recht- 
ecks mit  den  Seiten  dp  und  dJj,  d.  h.  die  Grösse  des  Flächeninhalts 
eines  Elementes  des  Gürtels  G,  welche  mit  dF  bezeichnet  werden  soll. 
Es  besteht  also  die  Gleichung 

(1.)  dF  =  dpäL. 

Längs  jedes  Elementes  dJj  der  Curve  L  grenzt  je  ein  Element 
des  Gürtels  G  an  je  ein  Element  des  Flächenstückes  M.  Der  von 
den  Ebenen  dieser  beiden  Flächenelemente  gebildete  Flächenwinkel, 
dessen  Grösse  allgemein  zu  reden  mit  der  Lage  des  Elementes  dJj 
längs  der  Curve  L  sich  ändert,  werde  mit  o  bezeichnet. 

Den  gestellten  Voraussetzungen  zufolge  kann  das  Flächenstück 
M'  als  eine  Variation  des  Flächenstückes  M  angesehen  werden,  bei 
welcher  für  jedes  Element  dh  der  Randlinie  die  Grösse  der  Ver- 
schiebung auf  der  Fläche  F  in  einer  zur  Richtung  dieses  Elementes 
senkrechten  Richtung  dp  beträgt. 

Nach  einer  von  Gauss  aufgestellten  Formel  (Werke  Band  V, 
Seite  65)  ergibt  sich  für  die  Differenz  der  Flächeninhalte  der  beiden 
Flächenstücke  M'  und  M  die  Formel 


(2.)  S'-S  =  -  fcosG)  dp'dL  =  -  fi 


cos  ö)  •  dF , 


wobei  die  Integration  längs  aller  Theile  der  Begrenzungslinie  des 
Flächenstückes  M,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  über  alle  den  Gürtel 
G  bildenden  Elemente  der  Fläche  F  zu  erstrecken  ist. 

2. 

Betrachtung  einer  Schaar  von  Minimalf lächenstücken. 
Herleitung  des  Fundamentalsatzes. 

Es   sei  gegeben  eine  von   einem  Parameter  abhängende,   einfach 
unendliche  Schaar  von  Minimalflächenstücken 

M,  M',  M",  ..M*, 

welche  so  beschaffen  sind,  dass  keine  zwei  zu  verschiedenen  Werthen 
des  Parameters  gehörenden  Flächenstücke  dieser  Schaar  einen  ge- 
meinsamen Punkt  besitzen,  und  dass  für  je  zwei  unendlich  benach- 
barte Flächenstücke  dieser  Schaar  die  in  dem  vorhergehenden  Art. 
angegebenen  auf  die  Flächenstücke  M  und  M'  sich  beziehenden  Vor- 
aussetzungen erfüllt  sind. 

Schwarz,  liegammelte  Abhandlnngen.  I.  15 
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[Der  einfachste  Fall  einer  solchen  Schaar  von  Minimalflächen- 
stücken  wird  oiFenbar  dann  erhalten,  wenn  man  voraussetzt,  dass  alle 
der  Schaar  angehörenden  Flächenstücke  eben,  und  dass  die  Ebenen, 
denen  dieselben  angehören,  einander  parallel  sind.] 

Es  bezeichne  F   zugleich    den  Flächeninhalt   der  von  den  Curven 

L,  L',  L",  .-L*, 

den  Begrenzungslinien  der  Flächenstücke 

M,  M',  M",  ..  M*, 

gebildeten  Fläche  F.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  diese  Fläche  von 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildet  werde. 

Die  Bedeutung  des  im  Art.  1  erklärten  Winkels  cj  und  des  Flächen- 
elementes dF  möge  in  der  Weise  ausgedehnt  werden,  dass  die 
Formel  (2.)  des  Art.  1  für  je  zwei  unendlich  benachbarte  Minimal- 
flächenstücke  der  betrachteten  Schaar  G-eltung  erhält. 

Den  gestellten  Voraussetzungen  zufolge  besitzt  die  Grrösse  co 
innerhalb  jedes  einzelnen  der  vorher  erwähnten  Stücke  analytischer 
Flächen,  aus  denen  die  Fläche  F  besteht,  für  jeden  Punkt  nur  einen 
Werth ,  welcher  sich  innerhalb  dieses  Flächenstückes  mit  der  Lage 
des  Flächen  dementes  dF  nicht  anders  als  stetig  ändern  kann. 

Aus  der  Formel  (2.)  des  Art.  1  ergibt  sich  durch  Anwendung 
derselben  auf  je  zwei  unendlich  benachbarte  Flächenstücke  der  be- 
trachteten Schaar  und  durch  Integration  in  Bezug  auf  den  Parameter 
der  Schaar ,  wenn  S*  die  Grösse  des  Flächeninhalts  des  Minimal- 
flächenstückes  M*  bezeichnet,  die  Gleichung 


(3.)  s*-s  =  -y*y, 


cos  o  •  dF. 


Bei  dem  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehenden  Doppel- 
integrale ist  die  Integration  über  alle  der  Fläche  F  angehörende  Ele- 
mente dF  zu  erstrecken. 

Wird   nun    die    specielle  Annahme  gemacht,    dass    die  Curve  L 
sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  wobei  S*  in  0  übergeht,    während  die 
Fläche  F  eine  schalenförmige  Gestalt  erhält,  so  geht  die  Gleichung  (3.) 
über  in 

(4.)  S  =^  f  fcosco-dF, 

aus  welcher  sich  in  Folge  der  Gleichung  F  =  j  j  dF  die  Formel 
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(5.)  F-S  =  f  f{l-cosci)d¥ 

ergibt ,    welche   für    die    folgende  Untersucliung  von  wesentlicher  Be- 
deutung ist. 

3. 

Einführung    einer    neuen   Bedingung.     Erweiterung    des 
Greltungsbereiches  des  Fundamentalsatzes. 

Einer  im  vorhergehenden  Art.  gestellten  Voraussetzung  zufolge 
sollen  keine  zwei  Minimalflächenstücke  der  betrachteten  Schaar,  welche 
zu  verschiedenen  Werthen  des  Parameters  gehören,  einen  gemein- 
samen Punkt  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  bilden  je  zwei  unendlich 
benachbarte  Minimalflächenstücke  der  betrachteten  Schaar  und  der 
die  Begrenzungslinien  derselben  verbindende  gürtelförmige  Streifen 
der  Fläche  F  zusammengenommen  die  vollständige  Begrenzung  eines 
einfach  zusammenhängenden  Theiles  des  Raumes ,  einer  körperlichen 
^chale  von  überall  unendlich  kleiner  Dicke. 

Die  Gresammtheit  derjenigen  Theile  des  Raumes,  welche  von  allen 
auf  die  angegebene  Weise  durch  die  betrachtete  Schaar  von  Minimal- 
flächenstücken  bestimmten  körperlichen  Schalen  eingenommen  werden, 
bildet  einen  einfach  zusammenhängenden  Theil  des  Raumes,  welcher 
die  Gresammtheit  aller  den  Minimalflächenstücken  der  betrachteten 
Schaar  angehörenden  Punkte  enthält,  und  dessen  vollständige  Begren- 
zung von  dem  Minimalflächenstücke  M  und  der  Fläche  F  gebildet  wird. 

Dieser  linsenförmig  gestaltete  Raumtheil  möge  mit  R'  bezeichnet 
werden. 

Es  wird  nun  die  Festsetzung  getroff'en,  die  betrachtete  Schaar 
von  Minimalflächenstücken  soll  so  beschaff'en  sein ,  dass  der  Abstand 
je  zweier  unendlich  benachbarten  Minimalflächenstücke  der  Schaar 
(die  Dicke  der  vorher  betrachteten  körperlichen  Schale)  in  der 
ganzen  Ausdehnung  dieser  Flächen  stücke  einschliesslich 
des  Randes  derselben  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ord- 
nung ist. 

In  Folge  dieser  Festsetzung  ist  der  Schluss  gestattet,  dass  der 
in  dem  vorhergehenden  Art.  erklärte  Winkel  (o  nicht  für  jeden  Punkt 
der  Fläche  F  den  Werth  Null  haben  kann,  ohne  dass  diese  Fläche  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  dem  Minimalflächenstücke  M  zusammen- 
fällt. Letzteres  ist  aber  mit  den  gestellten  Voraussetzungen  nicht 
vereinbar. 

16* 
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Der  Formel  (5.)   des   vorhergehenden  Art.    zufolge   besitzt  daher 
die  Fläche  F,  weil  das  Doppelintegral 

(1  — cos  G))d'F 


ff' 


einen  von  Null  verschiedenen  positiven  "Werth  hat,  grösseren 
Flächeninhalt  als  das  Minimalflächenstück  M,  mit  welchem  die  Fläche 
F  die  Begrenzungslinie  L  gemein  hat. 

Wie  eine  einfache  Ueberlegung  ergibt,  gilt  dieselbe  Schlussfol- 
gerung für  jede  einfach  zusammenhängende ,  von  der  Linie  L  be- 
grenzte und  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Flächen  bestehende  Fläche  F^,  vorausgesetzt,  dass  alle  Punkte  dieser 
Fläche  dem  Räume  R'  angehören,  und  dass  dieselbe  nicht  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung   mit    dem  Minimalflächenstücke  M  zusammenfällt. 

Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Artikeln  angestellten  Betrach- 
tungen lassen  sich  nämlich  bei  angemessener  Erweiterung  der  zu 
Grrunde  gelegten  Voraussetzungen  ohne  Schwierigkeit  so  verallge- 
meinern, dass  die  zunächst  für  die  Fläche  F  hergeleitete  Schlussfo^- 
gerung  für  jede  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Fläche  F^ 
G-eltung  erhält.  Bei  dieser  Verallgemeinerung,  auf  welche  hier  nicht 
näher  eingegangen  zu  werden  braucht,  kommt  nicht  allein  der  Fall 
in  Betracht,  in  welchem  die  Fläche  F^  mit  einem  oder  mehreren  Mi- 
nimalflächenstücken  der  Schaar  Flächentheile  von  endlicher  Ausdeh- 
nung gemeinsam  hat,  sondern  auch  der  Fall,  in  welchem  die  Schnitt- 
linien der  Fläche  Fj  mit  einigen  der  Schaar  angehörenden  Minimal- 
flächenstücken  in  getrennte  Theile  zerfallen.  Für  die  auf  die  letztere 
Verallgemeinerung  bezügliche  Untersuchung  ist  das  im  Art.  1  be- 
trachtete einfach  zusammenhängende  Minimalflächenstück  M  durch 
ein  mehrfach  zusammenhängendes  Minimalflächenstück  zu  ersetzen, 
dessen  Begrenzungslinie  aus  mehreren  getrennten  Theilen  besteht; 
ebenso  sind  an  die  Stelle  des  einen  im  Art.  1  betrachteten  gürtel- 
förmigen Flächenstreifens  mehrere  solche  Flächenstreifen  zu  setzen. 
Auf  die  nähere  Ausführung  dieser  Verallgemeinerung ,  durch  welche 
das  Wesentliche  der  in  den  Artikeln  1  und  2  entwickelten  Schluss- 
folgerungen nicht  berührt  wird,  gehe  ich  hier  nicht  näher  ein. 

4. 
Andere  Begründung  des  Fundamentalsatzes. 

Die  im  Art.  2  hergeleitete  Formel  (4.)  S  =  /  j  cos  co-dF  kann 
auch  hergeleitet  werden  wie  folgt. 
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Man  denke  sich  die  der  betrachteten  Schaar  angehörenden  Mini- 
malflächenstücke  in  Flächenelemente  zerlegt  und  betrachte  eine 
durch  die  Begrenzung  eines  dieser  Flächenelemente  gelegte  röhren- 
förmige Fläche,  welche  die  Minimalflächenstücke  der  betrachteten 
Schaar  rechtwinklig  durchschneidet.  Diese  Fläche  begrenzt  auf  allen 
Flächenstücken  der  betrachteten  Schaar,  welche  von  derselben  durch- 
schnitten werden ,  Flächenelemente  von  gleich  grossem  Flächeninhalt, 
weil  für  jedes  dieser  Flächenstückchen  die  auf  den  Uebergang  des- 
selben in  ein  unendlich  benachbartes  von  derselben  röhrenförmigen 
Fläche  begrenztes  Flächenstückchen  sich  beziehende  erste  Variation 
des  Flächeninhalts  gleich  Null  ist. 

Dieser  Satz  ist  in  dem  Werke  von  E.  Lamarle,  Exposition  geo- 
mctrique  du  calcul  differentiel  et  integral  {Memoires  couronnes  et  autres 
memoires  publies  parVÄcademie  de  Belgique,  in  8^°,  Tome  XV.  Bruxelles 
1863,  p.  576)  meines  Wissens  zuerst  ausgesprochen  worden. 

Bezeichnet  (?S  '  den  Flächeninhalt  eines  dieser  Flächenelemente 
Vind  (fF  den  Flächeninhalt  eines  der  Fläche  F  angehörenden,  von  der 
betrachteten  röhrenfünuigen  Fläche  begrenzten  Flächenelementes,  so 
besteht,  jenachdem  der  im  Vorhergehenden  erklärte  Winkel  ca  an  der 
betrachteten  Stelle  kleiner  oder  grösser  ist  als  ein  Rechter,  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  Grleichungen 

c?S  =  cos  (o  •  f?F ,       (?S  =  —  cos  £0  •  dY. 

Durch  Integration  ergibt  sich  hieraus,  wenn  die  Integration  über 
alle  Flächenelemente  dF  erstreckt  wird ,  aus  welchen  die  Fläche  F 
besteht,  die  Formel  (4.)  des  Art.  2. 


Analytischer  Beweis  des  Fundamentalsatzes. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  stützen  sich  grösstentheils  auf 
geometrische  Betrachtungen.  Mit  Hülfe  des  folgenden  Systems  von 
Formeln  kann  die  Richtigkeit  derselben  Schlussfolgerungen  auf  ana- 
lytischem Wege  nachgewiesen  werden. 

Es  mögen  w,  v,  s  drei  reelle  stetig  veränderliche  Grössen , 

X,  y.  z  drei  gegebene  reelle  analytische  Functionen  der 
Grössen  w,  y,  £  bezeichnen,  welche  innerhalb  des  zu  betrachtenden 
Gebietes  Q  der  von  einander  unabhängigen  Variablen  w,  y,  b  den  Cha- 
rakter ganzer  Functionen  besitzen.  Die  Grössen  x^  y,  z  bedeuten  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P;   für  jeden  dem  betrach- 
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teten  Gebiete  Q  angehörenden  Werth  von  s  ist  der  geometrische  Ort 
dieses  Punktes  P  allgemein  zu  reden  ein  Stück  einer  krummen  Fläche ; 
für  jedes  dem  betrachteten  Grebiete  Q  angehörende  Werthepaar  u ,  v 
ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P  allgemein  zu  reden  ein  Stück 
einer  krummen  Linie. 

Die  Grössen  Ä,  B,  C,  D,  D',  D",  E,F,G,  H,  I,  K  sollen  durch 
folgende  Gleichungen  erklärt  werden : 


Ä  = 

dy  dz 
du  dv 

dz  dy 
du  dv 

B  = 

dz  dx 

dx  dz 

du  dv 

du   dv 

C  = 

dx  dy 
du  dv 

_dy  dx_ 
du  dv 

jP  dx  dx       dy  dy      dz  dz 

du  dv       du  dv       du  dv  ' 


B 

.0^^              d'y 
-  ^   du^    +^    du' 

-^^   du'^ 

B' 

-A  ^'^  +B  ^'y 

dudv           dudv 

'^^  dudv' 

B" 

dv^              dv' 

H 

dx  dx         dy  dy 
du  ds         du  de 

dz  dz 
'^  du  ds' 

I 

dx  dx        dy  dy 
~   dv   ds        'dv   ds 

dz  dz 

Für  das  Quadrat    der  Länge   des  Linienelementes   einer  von  dem 
Punkte   mit   den  Coordinaten   x ,  y ,  z  beschriebenen  Linie  ergibt  sich 
der  Ausdruck 
dx^+dy'+dz'  =  Edu'+2Fdudv  +  Gdv'+2Hduds  +  2Idvds  +  Kds\ 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Grössen  H  und  I  be- 
ständig den  Werth  Null  haben;  mit  anderen  Worten  es  wird  voraus- 
gesetzt, dass  die  einfach  unendliche  Schaar  der  Flächen  s  =  const. 
von  der  zweifach  unendlichen  Schaar  von  Raumcurven  u  =  const., 
t?  ==  const.  orthogonal  durchsetzt  wird.  Ferner  wird  vorausge- 
setzt,  dass  die  Grössen  BG—F',  K  für  kein  dem  zu  betrachtenden 
Gebiete  Q  angehörendes  System  von  Werthen  u,  v,  s  den  Werth  Null 
annehmen. 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  Grössen  m,  v,  s  auf  solche  Werthe 
beschränkt,  welche  eine  gegebene  analytische  Gleichung 

B    =   f{u,v) 

befriedigen,  wobei  vorausgesetzt  werden  soll,  dass  die  Function  f{u,v) 
für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  der  Argumente  u ,  v  den 
Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt,  so  ist  der  geometrische  Ort 
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des  Punktes  P  allgemein  zu  reden  eine  gewisse  krumme  Fläche  F, 
und  zwar  wird  die  Grösse  des  Flächeninhalts  dF  eines  Elementes 
dieser  Fläche  gegeben  durch  die  Formel 


dudv 


Ohne    dass    die    Allgemeinheit    der    Untersuchung   beeinträchtigt 
wird,  kann  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Determinante 


dx 
du 

dy 

du 

dz 
du 

dx 
dv 

dy 
dv 

dz 
dv 

dx 
de 

dy 
dt 

dz 
ds 

=  Ä 


OS  de  de 


=  N 


für  alle  dem  zu  betrachtenden  Gebiete  Q  angehörenden  Werthe  der 
unabhängigen  Variablen  u ,  v ,  e  einen  positiven  Werth  habe.  In 
Folge  der  Gleichungen  11  =  0,  1=0  ergibt  sich  N'  =  (EG-F')K, 
also  ist  N  =  \JEG—F^-  sJK,  wobei  jeder  von  diesen  Quadratwurzeln 
ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 

Wird  festgesetzt ,  dass  die  positiven  Richtungen  der  Normalen 
der  den  Gleichungen  e  =  const.,  e  =  f(u,v)  entsprechenden  Flächen 
diejenigen  sind,  in  welchen  der  Parameter  e  zunimmt,  so  haben  die 
Cosinus  der  Neigungswinkel,  welche  die  positive  Richtung  der  Nor- 
male eines  Elementes  der  Fläche  e  =  const.  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen  einscliliesst,  beziehlich  die  Werthe 

1     dx__         A  _1_  dy  _         B 1_  ö^  _         C 

de~  "~ 


\/K  Ö£  siEG-F''  \JK  ö£  \JEG-F'  \l K  ö«  sJeG-F' 
und  es  ergibt  sich  für  den  Cosinus  des  Winkels  oj,  welchen  die  po- 
sitive Richtung  der  Normale  der  Fläche  e  =  /(w,  v)  im  Punkte  P  mit 
der  positiven  Richtung  der  Normale  der  durch  den  Punkt  P  hindurch- 
gehenden Fläche  e  =  const.  einschliesst,  die  Gleichung 


V/JT. 


/eG-F'^k[e(^)-2fI^^^g{^]].^Kcos.= 

dx       dx    df      dy       dy    di      dz        dz    dt 
du  "^  de    du     du  "^  dt    du     du  "^  dt    du 

dx       dx    dt      dy    ,    dy    de      dz    ,    dz    de 
'dv'^  "dV  ~dv     W       de  'dv      dv        de    dv 

=  N=\IEG-F'\ 

dx                       dy                       dz 
dt                        de                        de 
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Es  ergibt  sich  also  bei  angemessener  Zerlegung  des  Fläcbenstückes 
F  in  Flächenelemente  die  Formel 


=  GOscodF  =  sjEa-F'dudv, 

deren  geometrische  Bedeutung  evident  ist. 

Der  "Winkel  o  ist  hierbei  den  getroffenen  Festsetzungen  zufolge 
stets  ein  spitzer  Winkel. 

DerWerth  der  Grrösse  EG—F^  hängt  im  Allgemeinen  nicht  bloss 
von  den  Werthen  der  Grrössen  u,  v ,  sondern  auch  von  dem  Werthe 
des  Parameters  e  ab.  Wenn  aber  jedes  der  betrachteten  Flächen- 
stücke s  =  const.  ein  Minimalfläch  en stück  ist,  so  ist,  wie  in 
dem  Nachfolgenden  gezeigt  werden  soll ,  der  Werth  der  Grrösse 
EG—F^  von  dem  Werthe  der  Grösse  e  unabhängig. 

i)er  analytische  Ausdruck  der  Bedingung ,  dass  für  jede  der  be- 
trachteten Flächen  e  ==  const.  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser 
der  Fläche  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  ist  die 
Gleichung 

ED"-2FD'+GD  =  0. 

In  Folge  der  Gleichungen  H  ==  0,  I  =  0  ergibt  sich 


\JEG-F'  j^  dx  d'x        ^^  _,    ^^' 


V/X    L  ö«  du  dv       dE  du  dv       ds  du  dv  J  ' 

j.„  _   \JEG-F'  r  dx  d'x         dy  d'y        ^^^ 
~        \JK        L  öf  dv'    "^  ds  dv'    "*"  ds   dv' i' 

es  bestehen  also  die  Gleichungen 


_     ^l^G--F^rdH__^  dEl 

^,  ^  ,  \JEG-F'  rag    dl    öFi 

^       kI'W        l  dv        du       ds  J 


'^Gj- 
^G- 


,  _     \lEG-F'  [öl  _  ^  a^l 

~        kI^      Vdv    '^  dE  r 
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^        \IK        l      da  de  ds  J 


Hieraus  folgt,  dass 

^{EG-F^)  =  0, 

dass  also  die  Grösse  EG  —  F^  und  mithin  auch  der  Ausdruck  für  die 
Grösse  des  Flächeninhalts  cZS  eines  Elementes  der  Fläche  a  —  const., 


(?S  =  \JEG-F'dudv, 

von  dem  "Werthe  des  Parameters  «  unabhängig  ist. 
Die  Richtigkeit  der  Gleichung 

^S  =  cos  o  •  d¥ 

ist  hierdurch  analytisch  dargethan. 

Derjenige  Theil  des  unbegrenzten  Raumes,  welcher  die  Gesammt- 
heit  aller  den  Minimalflächenstücken  der  betrachteten  Schaar  ange- 
hörenden Punkte  und  ausser  diesen  keine  anderen  Punkte  enthält, 
möge  mit  R  bezeichnet  werden. 

Bei  der  vorstehenden  Herleitung  ist  die  einschränkende  Voraus- 
setzung zu  Grunde  gelegt,  die  betrachtete  Fläche  F  sei  so  beschaiFen, 
dass,  wenn  der  Gleichung  dieser  Fläche  die  Form  s  =f{u,v)  gegeben 
wird,  der  Parameter  8  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Va- 
riablen II,  V  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthepaare  m,  v  den 
Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt.  Es  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar,  die  Geltung  der  Formel  (4.)  des  Art.  2 


=//cosa, 


'd¥ 


von  dieser  einschränkenden  Voraussetzung  zu  befreien,  wenn  bei  an- 
gemessener Abänderung  der  Erklärung  des  Winkels  co  an  folgenden 
Bedingungen  festgehalten  wird : 

1.  Die  vollständige  Begrenzung  der  Fläche  F  und  die  vollstän- 
dige Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  wird  gebildet  von  der 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer  Linien  beste- 
henden Linie  L. 

2.  Die  Fläche  F  besteht  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  zusam- 
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menhängenden  Stücken  analytischer  Flächen,   welche  in  ihrem  Innern 
von  singulären  Stellen  frei  sind. 

3.  Die  Fläche  F  und  das  Minimalfiächenstück  M  bilden  die  voll- 
ständige Begrenzung  eines  oder  mehrerer  Theile  des  Raumes,  welche 
sämmtlich  Theile  des  Raumes  R  sind. 

6. 
Anwendung  des  Fundamentalsatzes. 

Durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln  erläuterte  Beweisver- 
fahren kann  einer  Forderung  genügt  werden,  welche,  wenn  von  dem 
Falle  eines  ebenen  Flächenstückes  abgesehen  wird,  meines  Wissens 
bisher  noch  in  keinem  Falle  ihre  Erledigung  gefunden  hat. 

Für  ein  (gewissen  Bedingungen  genügendes)  Mini- 
malfiächenstück M  soll  der  Nachweis  geführt  werden, 
dass  dieses  Flächenstück  wirklich  kleineren  Flächen- 
inhalt S  besitzt,  als  jedes  andere  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  bestehende, 
von  derselben  Randlinie  begrenzte,  demselben  unend- 
lich benachbarte  Flächenstück  F. 

Bezüglich  dieser  Forderung  bemerke  ich  Folgendes : 

Ein  Minimalfiächenstück,  für  welches  der  im  Vorstehenden  gefor- 
derte Nachweis  gelingen  soll,  darf  nicht  ein  ganz  beliebiges  sein; 
denn  es  gibt  unendlich  viele  Minimalflächenstücke,  für  welche  bei  un- 
verändert gelassener  Begrenzungslinie  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  einen  negativen  Werth  erhalten  kann,  wie  ich  in 
einer  in  den  Monatsberichten  der  Königlich  Preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1872  veröffentlichten  Ab- 
handlung: „Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  Allgemeinen  und  von 
Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen  ^^*)  gezeigt  habe. 

Die  Bedingung:  „Die  zweite  Variation  des  Flächeninhalts  eines 
solchen  Flächenstückes  soll  bei  unverändert  gelassener  Begrenzung 
desselben  negative  Werthe  nicht  annehmen  können"  ist  zweifellos 
eine  nothwendige;  aber  es  darf  ^us  dem  Umstände ,  dass  diese 
Bedingung  für  ein  bestimmtes  Minimalfiächenstück  M  erfüllt  ist,  nicht 
ohne  Weiteres  der  Schluss  gezogen  werden,  dass  dieses  Flächenstück 
wirklich  kleineren  Flächeninhalt   besitzt ,    als  jedes    andere ,   von  der- 


*)  Siehe  S.  151  — 167  dieses  Bandes. 
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selben  Begrenzmigslinie  begrenzte,  ihm  unendlicli  benachbarte  Flächen- 
stück. Denn  bei  einem  Probleme  der  Variationsrechnung  ist  über- 
haupt die  Untersuchung  der  in  Betracht  kommenden  zweiten  Variation 
allein ,  wie  Herr  Weierstrass  nachgewiesen  hat ,  im  Allgemeinen 
nicht  ausreichend,  um  mit  Sicherheit  auf  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  schliessen  zu  können. 

In  dieser  Hinsicht  bedürfen  einige  in  der  erwähnten  Abhandlung 
aus  dem  Jahre  1872  ausgesprochene  Behauptungen  einer  noch  einge- 
henderen Begründung. 

In  der  That  kann  der  geforderte  Nachweis  mittelst  des  in  den 
vorhergehenden  Artikeln  dargelegten  Beweis  Verfahrens  für  jedes  Mi- 
nimalflächenstück  M  geführt  werden,  für  dessen  beide  Seiten  eine 
das  Flächenstück  M  enthaltende  Schaar  von  Minimalflächenstücken 
construirt  werden  kann,  welche  so  beschaifen  ist,  dass  der  Abstand 
je  zweier  unendlich  benachbarter  Flächenstücke  der  Schaar  überall 
eine  unendlich  kleine  Grrösse  derselben  Ordnung  ist. 

Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  es  möglich,  auf  der  einen 
Seite  des  Minimalflächenstückes  M  einen  Raum  R',  auf  der  anderen 
Seite  desselben  einen  Raum  R"  abzugrenzen,  so  dass  der  aus  den 
beiden  Räumen  R'  und  R"  bestehende  Raum,  welcher  mit  R  bezeichnet 
werden  soll,  ausser  der  Gesammtheit  derjenigen  Punkte,  welche  den 
Minimalflächenstücken  der  beiden  Schaaren  angehören,  keine  anderen 
Punkte  enthält. 

Es  gilt  dann  der  Satz:  Jede  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
mit  dem  Minimalflächenstücke  M  zusammenfallende ,  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  bestehende ,  zusam- 
menhängende Fläche  F,  deren  vollständige  Begrenzung  von  der  Be- 
grenzung des  Mnimalflächen Stückes  M  gebildet  wird,  und  welche  so 
beschaffen  ist,  dass  alle  Punkte  dieser  Fläche  dem  Räume  R  ange- 
hören, besitzt  grösseren  Flächeninhalt,  als  das  Minimalflächenstück  M. 

Ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Formel  (5.)  des  Art.  2 


F-S  =  f  f{l-cosa)dF, 


welche  den  in  den  vorhergehenden  Artikeln  enthaltenen  Ausführungen 
zufolge  für  jede  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Fläche  F 
Greltung  hat. 
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7. 

GeometrischeDeutung  einiger  eineSchaarvonMinimal- 
flächenstücken  betreffender  Formeln. 

In  der  im  vorhergeiienden  Art.  angeführten  Abhandlung  habe  ich 
gezeigt,  dass  die  Frage,  ob  es  möglich  ist,  zu  einem  Minimalflächen- 
stücke  M  ein  in  der  ganzen  Ausdehnung  desselben  unendlich  benach- 
bartes Minimalflächenstück  zu  construiren ,  welches  mit  dem  Minimal- 
flächenstücke  M  keinen  Punkt  gemein  hat,  für  alle  Minimalflächen- 
stücke,  welche  dasselbe  sphärische  Bild  besitzen,  in  gleicher 
"Weise  zu  beantworten  ist. 

Von  den  Bezeichnungen ,  welche  ich  in  dieser  Abhandlung  ange- 
wendet habe,  werde  ich  auch  in  dem  Nachfolgenden  Grebrauch  machen. 

Es  bezeichnen  die  Grössen  s ,  s^  die  beiden  complexen  veränder- 
lichen Grössen : 

5  =  I  -t-  t^i ,         5j   =  I  —  iji , 

als  deren  Functionen  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer 
Minimalfläche  betrachtet  werden.  Siehe  die  Abhandlung  des  Herrn 
Weierstrass:  Ueber  die  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  überall 
gleich  Null  ist,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre 
1866,  Seite  618. 

Es  bezeichnen  ^,7)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
in  derjenigen  Ebene,  auf  welche  die  Fläche  der  Hülfskugel  mit  dem 
Radius  1  durch  stereographische  Projection  ebnform  übertragen  wird. 

Es  bezeichnet  T  dasjenige  Stück  dieser  Ebene,  welches  dem  zu 
betrachtenden  Minimalflächenstücke  M  entspricht. 

Wenn  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

a>     a>  8^ 

ein  particuläres  Integral  besitzt,  welches  sich  im  Innern  des  Bereiches 
T  regulär  verhält,  im  Innern  und  längs  des  Randes  dieses  Bereiches 
nur  reelle  und  zwar  überall  endliche,  von  Null  verschiedene 
Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  stets  eine  einfach  unendliche  Schaar 
von  Minimalflächenstücken  angeben,  zu  welcher  das  betrachtete  Mini- 
malflächenstück M  gehört,  und  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 
der  Abstand  je  zweier  unendlich  benachbarter  der  Schaar  angehörender 
Minimalflächenstücke  überall  eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben 
Ordnung  ist. 
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Bezeiclinen  nämlich 

x^  y,  z   die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 

P  des  Minimalfiächenstückes  M, 
X,  Z,  Z  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  des  Flächen- 
stückes M    im  Punkte  P    mit    den   positiven  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  einschliesst , 
x-\-Edx ,  y  ■\- EÖy ,  z  + £02    die    rechtwinkligen    Coordinaten    eines 
Punktes  P'  eines  beliebigen  Minimalfiächenstückes  M'  der 
Schaar ,  wobei  öx ,  dy ,  ds  von  der  Grösse  e  ,  dem  Para- 
meter der  Schaar,  unabhängig  sind, 
so  ergibt  sich,  wenn  festgesetzt  wird,  dass  die  Normale  des  Flächen- 
stückes M'  im  Punkte  P'  der  Normale  des  Flächenstückes  M  im  Punkte 
P  parallel  sein  soll,  folgendes  System  von  Gleichungen 

Xdx  +  Ydy-^Zdz  =  0,  Xddx  +  Yddy  ^Zddz  =  0,   Xdx  +  Ydy+Zdz  =  2tl,, 

öx^2Xt+  (1-0|^+  (1-^!)||-  Yö.-Zöy=  ^(l-.^)^-.-(l_.J)g, 

öy  =  2Yi>  +  i{l+s^)^-i{l+sl)^^,  Zdx-Xd,  =  -{l+s^)^-    (l+sl)^^, 

d.=2Zi>  +  '     2s^     +     2.,^,      Xöy-Ydx=        2is  ^    -     2is,^, 
ds  ^  ds^  ds  '  öSj ' 

{dx-2Xi;y+{dy-2Yty+{dz-2Zi,y  =  4(l+ss,y||-|^  = 

dx-dx  +  dydy  +  dz-dz  =  (l+ssj(^{s)^ds  +  ^,(s,)^ds,), 
dx-dX  +  SydY  +  dz'dZ  =  2dip. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  ^  das  erwähnte  particuläre 
Integral  der  angegebenen  partiellen  Differentialgleichung. 

Die  Bedeutung  der  Functionen  %{s),  ^^s^)  ist  a.  a.  0.  erklärt. 

Aus  dem  vorstehenden  Systeme  von  Gleichungen  ergibt  sich,  dass 
die  Richtung  der  Strecke  mit  den  Coordinaten  dx,  öy,  de  einen  rechten 
Winkel  einschliesst  mit  der  Richtung  derjenigen  im  Punkte  mit  den 
Coordinaten  X,  Y ,  Z  die  Hülfskugel  X'+Y'+Z'  =  1  berührenden 
Geraden,  welche  der  Fortschreitung  in  der  durch  die  Gleichung 

ds  ÖS,      ' 

bestimmten  Richtung  entspricht. 
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Betrachtet  man  die  Schaar  der  auf  dieser  Hülfskugel  liegenden 
Curven ,  längs  welcher  die  Function  t/»  einen  constanten  Werth  be- 
sitzt, construirt  zu  dieser  Schaar  die  Schaar  der  orthogonalen  Tra- 
jectorien  und  bezeichnet  mit  dc{  die  Länge  eines  Linienelementes  der 
durch  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  X,  Y,  Z  gehenden,  auf  der 
Kugel  X^+Y^+Z^  =  1  liegenden  orthogonalen  Trajectorie  der  Curven- 
schaar  ^  =  const.,  so  ergibt  sich 

-^ds  =  ^-ds^,     dq"  =  73- r^dsds,, 

wenn  mit  -g—  die  in  der  Richtung  des  betrachteten  Curvenelementes 
genommene  partielle  Ableitung  der  Function  f  bezeichnet  wird.  Wird 
nun  die  Festsetzung  getroffen ,  dass  die  Richtung ,  in  welcher  die 
Bogenlänge  q  zunimmt,  diejenige  sein  soll,  in  welcher  die  Function  ^ 
ebenfalls  zunimmt ,  so  stimmt  diese  Richtung  mit  der  Richtung  der- 
jenigen Strecke  überein,  deren  Coordinaten 

dx-2X-4j,        dy~2Yt,        8s-2Z^ 

sind,  während  die  Grrösse  2-^  die  Länge  dieser  Strecke  ergibt. 
Die  Richtung  dieser  Strecke  steht  zu  der  Richtung  desjenigen  dem 
Flächenstücke  M  angehörenden  Curvenelementes,  welches  im  Punkte  P 
der  durch  die  Grleichung 

^^  =  ^rf5+|*&.  =  0 

ds  öSj     ^ 

bestimmten  Fortschreitungsrichtung  entspricht,  in  der  einfachen  Be- 
ziehung, dass  die  Halbirungslinie  des  durch  diese  beiden  Rich- 
tungen bestimmten  Winkels  der  Tangente  einer  der  beiden  durch 
den  Punkt  P  hindurchgehenden  Asymptotenlinien  des  Minimal- 
flächenstückes  M  parallel  ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  beiden 
mit  einander  verglichenen  Richtungen  sind  in  Beziehung  auf  den  zu 
dem  Punkte  P  des  Minimalflächenstückes  M  gehörenden  Dupin sehen 
Kegelschnitt  zu  einander  conjugirt. 

Der  geometrische  Ort  desjenigen  Punktes,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  beziehlich  die  Grrösse 

2X^,        2ri^,        2Z^ 
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haben,  ist  die  Fusspunkt fläche  einer  Miniraalfläche ,  welche  letz- 
tere sich  als  geometrischer  Ort  eines  Punktes  erweist,  dessen  recht- 
winklige Coordinaten  beziehlich  Sx,  dy ,  dz  sind ;  der  Coordinatenan- 
fangspunkt  ist  hierbei  der  Pol. 

Da  die  Grösse  ^  der  Voraussetzung  zufolge  für  kein  dem  Bereiche 
T  angehörendes  Werthepaar  |,  r]  gleich  Null  wird,  so  liegt  der  Coor- 
dinatenanfangspunkt  in  keiner  der  Tangentialebenen  des  dem  Be- 
reiche T  entsprechenden  Stückes  dieser  Minimalfläche,  welches  mit  SK 
bezeichnet  werden  möge. 

Es  ergibt  sich  hieraus  folgender  Lehrsatz. 

Ein  bestimmtes  Stück  M  einer  Minimalfläche  besitzt  unter  allen 
von  denselben  Handlinien  begrenzten  und  ihm  unendlich  benachbarten 
Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt,  wenn  es  ein  zusammen- 
hängendes dem  betrachteten  Flächenstücke  M  durch  parallele  Normalen 
Punkt  für  Punkt  entsprechendes  Minimalflächenstück  Wl  gibt,  dessen 
sämmtliche  Tangentialebenen  von  einem  und  demselben  Punkte  des 
Raumes  einen  von  Null  verschiedenen  Abstand  haben.  *) 

8. 

Unterscheidung  dreierFälle.     Tragweite  der  durch  die 

Betrachtung  derselben  zu  treffenden  Entscheidung. 

Durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln  entwickelte  Beweis- 
verfahren ist  die  Frage  über  das  Eintreten  des  Minimums  des  Flächen- 
inhalts bei  unverändert  gelassener  Begrenzungslinie  für  alle  diejenigen 
Minimalflächenstücke  M  in  positivem  Sinne  entschieden,  deren  sphäri- 
sches Bild  einem  Bereiche  T  entspricht,  für  dessen  Inneres  eines  der 
particulären  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung 


ar   '  dri'  '  (i+V+ny 

sich  regulär  verhält  und  nur  reelle ,  endliche ,  von  Null  verschiedene 
Werthe  annimmt;  die  letztere  Bedingung  muss  hierbei  zunächst  auch 
für  alle  Punkte  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  gestellt  werden. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  dem  diesem  Entscheidungsgrunde 
beizulegenden  Grade  der  Allgemeinheit. 

In  der  im  Art.  6  angeführten  Abhandlung  habe  ich  drei  Fälle 
unterschieden,  ohne  den  Beweis  dafür  anzutreten,  dass  durch  dieselben 
die  Gesammtheit  aller  FäUe  erschöpft  wird,  welche  in  Bezug  auf  die 


*)  Siehe  S.  188  dieses  Bandes. 
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Entscheidung  der  vorliegenden  Frage  eintreten  können.  Es  sind  dies 
folgende  drei  Fälle : 

I.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
Differentialgleichung,  welches  in  Bezug  auf  den  betrachteten  Bereich 
allen  aufgestellten  Bedingungen  genügt. 

n.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
DiiFerentialgleichung ,  welches  zwar  im  Innern  des  betrachteten  Be- 
reiches den  aufgestellten  Bedingungen  genügt,  aber  längs  der  ganzen 
Begrenzung  desselben  den  Werth  Null  annimmt. 

III.  Es  gibt  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen 
DiiFerentialgleichung,  welches  so  beschafPen  ist,  dass  dieses  Integral 
für  einen  Theil  des  betrachteten  Bereiches  den  Bedingungen  des 
vorhergehenden  Falles  (II.)  genügt. 

Tritt  für  ein  gegebenes  Minimalflächenstück  M  der  erste  Fall 
ein,  so  besitzt  dasselbe,  wie  durch  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln 
entwickelte  Beweisverfahren  erhärtet  wird,  in  dem  angegebenen  Sinne 
wirklich  ein  Minimum  des  Flächeninhalts. 

Tritt  für  das  betrachtete  Minimalflächenstück  M  der  dritte  Fall 
ein,  so  gibt  es  unendlich  viele,  dem  betrachteten  Minimalfläch enstücke 
unendlich  benachbarte ,  von  derselben  Handlinie  begrenzte  Flächen- 
stücke, welche  kleineren  Flächeninhalt  haben  als  das  Minimal- 
flächenstück M.  Es  tritt  also  in  diesem  Falle  für  das  betrachtete 
Minimalflächenstück  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  nicht  ein. 

Der  zweite  Fall  ist  für  die  vorliegende  Untersuchung  als 
Grrenzfall  anzusehen,  dessen  Eintreten  eine  besondere  Untersuchung 
erfordert. 

Der  Nachweis,  dass  durch  die  angeführten  drei  Fälle  die  Ge- 
sammtheit  aller  Fälle  erschöpft  wird,  welche  in  Bezug  auf  die  Ent- 
scheidung der  vorliegenden  Frage  eintreten  können,  scheint  nicht  ohne 
ein  genaueres  Eingehen  auf  einige  Eigenschaften  derjenigen  reellen 
Functionen  zweier  Argumente  geführt  werden  zu  können,  welche,  wenn 
p{^,r})  eine  gegebene  Function  dieser  beiden  Argumente  bezeichnet, 
die  in  dem  betrachteten  Bereiche  nur  positive  Werthe  annimmt, 
einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 

genügen.  Diese  Untersuchung  bildet  den  Gregenstand  des  zweiten 
Theiles  der  vorliegenden  Abhandlung. 
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Zweiter  Theil. 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

unter  vorgeschriebenen  Bedingungen. 

9. 

Stellung  der  Aufgabe. 

Es  sei  gegeben  ein  ebener,  zweifach  ausgedehnter,  zusammenhän- 
gender, ganz  im  Endliehen  enthaltener  Bereich  T,  dessen  vollständige 
Begrenzung  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Linien  gebildet  wird. 

Die  den  Bereich  T  geometrisch  darstellende  Rie  mann  sehe 
Fläche ,  welche  ebenfalls  als  gegeben  betrachtet  wird ,  kann  einfach 
oder  mehrfach  zusammenhängend,  einblättrig  oder  mehrblättrig  sein; 
im  letzteren  Falle  wird  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Blättern  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Windungs- 
punkten besitzt. 

In  der  Ebene  des  Bereiches  T  denke  man  sich  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  angenommen  und  bezeichne  mit  x,  y,  beziehungs- 
weise mit  I,  i^  die  auf  dieses  Coordinatensystem  bezogenen  recht- 
winkligen Coordinaten  einer  beliebigen  Stelle  {x,y),  beziehungsweise 
(|,r^)  des  Bereiches  T. 

Es  bezeichne  p  =p{x,y)  eine  gegebene,  für  jede  Stelle  {x,y) 
des  Bereiches  T  eindeutig  erklärte,  stetige  Function  der  Grössen  x,  y. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Function  nur  positive 
Werthe  annimmt,  welche  den  Werth  P  an  keiner  Stelle  übersteigen, 
handelt  es  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  die  partielle 
Differentialgleichung 

__  +  _+j,.„,  =  0, 
oder ,    wenn    der   Ausdruck         ^  +       .^     zur  Abkürzung   mit  Jw   be- 

Sckwarz,  Gesammelte  Abhandluugen.  I.  lo 
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zeichnet  wird,  die  partielle  DüFerentialgleichmig  zJw  +  p  •  w  =  0  für 
den  Bereich  T  gewissen  vorgeschriebenen  Bedingungen  gemäss  zu 
integriren. 

Hierbei  wird  gefordert ,  die  Function  tv  soll  für  alle  dem  Innern 
und  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  angehörenden  Stellen  stetig 
bleiben,  eindeutig  erklärt  sein  und  nur  reelle  Werthe  annehmen ;  die 
partiellen  Ableitungen  der  Function  tv ,  -~— ,  -^ —  sollen  im  Innern 
des  Bereiches  T  nicht  längs  einer  Linie  unstetig  sein. 

Die  Hauptfrage ,  auf  deren  Beantwortung  es  ankommt ,  ist  die 
folgende:  Gibt  es  eine  für  den  betrachteten  Bereich  T  allen  angege- 
benen Bedingungen  genügende  Function  w ,  welche  im  Innern  und 
längs  der  ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  nur  positive ,  von 
Null  verschiedene  Werthe  annimmt? 

10. 

Einige  als  bekannt  vorauszusetzende  Hülfssätze. 
In  Folge  der  bezüglich  des  Bereiches  T  gestellten  Voraus- 
setzungen ist  es  möglich,  wie  ich  in  einer  in  den  Monatsberichten  der 
Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom 
Jahre  1870  veröffentlichten  Abhandlung  *)  bewiesen  habe,  die  partielle 
Differentialgleichung  zitv  =  0  für  den  Bereich  T  gewissen  vorge- 
schriebenen Grrenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  gemäss  zu  integriren. 
Insbesondere  ergibt  sich  aus  einem  in  dieser  Abhandlung  ge- 
führten Beweise,  dass  es,  wenn  mit  (x,  y),  (|,  r})  irgend  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  Stellen  des  Bereiches  T  bezeichnet  werden ,  stets 
eine  Function  G  ==  G (x,  y;  ^,  rj)  der  vier  Argumente  x,  y  ,1,  rj  gibt, 
welche  folgende  Eigenschaften  besitzt : 

1,  Als  Function  der  beiden  Argumente  x,y  betrachtet  genügt 
die  Function  G{x,y;  ^,  -)?)  der  partiellen  Differentialgleichung  JG  =  0. 

2.  Bei  der  Annäherung  der  Stelle  {x,  y)  an  die  Stelle  (|,  ri)  wird 
die  Function  G{x,y;  |,  rj)  in  derselben  Weise  logarithmisch  unstetig, 
wie  die  Function 

-2(;^i°s[(--i)-+(j/-^)']. 


*)  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

dx'^  "^  dy-    ~ 
unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen.     Abgedruckt  im 
Bande  der  vorliegenden  Ausgabe. 
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Die  Grösse  m  bezeichnet  hierbei  eine  bestimmte  ganze  Zahl,  welcher, 
wenn  die  Stelle  {^,  rj)  nicht  mit  einem  Windungspunkte  des  Bereiches 
T  zusammenfällt,  der  Werth  0,  andernfalls,  wenn  ft  die  Ordnungszahl 
dieses  Windungspunktes  bezeichnet,  der  Werth  fc  beizulegen  ist. 

3.  Längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  wird  die 
Function  G{x,y;  |,  rj)  gleich  Null. 

In  Folge  dieser  Eigenschaften  besitzt  die  Function  G{x,y',^,ri) 
zugleich  die  Eigenschaft ,  für  alle  dem  Innern  des  Bereiches  T  ange- 
hörenden Stellen  {x,y)  nur  positive  Werthe  anzunehmen  und  ihren 
Werth  nicht  zu  ändern,  wenn  die  beiden  Stellen  (x,y)  und  {^,  ri)  mit 
einander  vertauscht  werden. 

Wird  nun  mit  f{^,rj)  eine  für  alle  Stellen  {i,rj)  des  Bereiches  T 
eindeutig  erklärte,  stetige  Function  der  beiden  Argumente  (^,ri)  be- 
zeichnet, so  ergibt  die  Formel 

(6.)  w  =  w{x,y)  =  -^f  ff{ln)G{ln)x,y)d^dri, 

T 

wenn  die  Integration  über  den  Bereich  T  erstreckt  wird ,  ein  parti- 
culäres  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

(7.)  ^w+f{x,y)  ^0, 

welches  für  alle  dem  Innern  und  der  Begrenzung  des  Bereiches  T 
angehörenden  Stellen  eindeutig  erklärt  ist,  stetig  bleibt  und  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  gleich  Null  wird.  Die  Ablei- 
tungen   -K- ,  -^  sind    im  Innern   des  Bereiches    T   nicht   längs    einer 

Linie  unstetig. 

Durch  die  angegebenen  Eigenschaften  ist  dieses  particuläre  Inte- 
gral der  partiellen  Differentialgleichung  Jtü  +  f{x,y)  =  0  eindeutig 
bestimmt. 

Auf  die  Beweise  dieser  Sätze,  welche  ich  für  die  folgende  Unter- 
suchung als  bekannt  voraussetze,  gehe  ich  hier  nicht  näher  ein. 

11. 

Voraussetzung   der  Existenz    einer    für   den    Bereich   T 

den    gestellten    Bedingungen    genügenden    Function    w, 

welche   für   keine    Stelle    dieses    Bereiches    den   Werth 

Null  annimmt.     Folgerungen. 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  für  den  Bereich  T  e  i  n  e  Function 
w  existirt,    welche  für  diesen  Bereich  im  angegebenen  Sinne  die  par- 

16* 
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tielle  Differentialgleiclinng  zJw  -\-p  -w  =  0  befriedigt,  und  welche  so- 
woKl  im  Innern,  als  auch  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches 
T  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  annimmt,  so  kann  ge- 
schlossen werden  wie  folgt. 

Es  bezeichne  w^  =  Wg(x,y)  eine  für  den  Bereich  T  der  Diffe- 
rentialgleichung zJwq  =  0  genügende  Function ,  welche  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches  mit  der  Function  tv  übereinstimmt. 
Es  gibt  stets  eine  und  nur  eine  einzige  solche  Function  und  zwar 
nimmt  dieselbe  für  alle  Stellen  des'  Bereiches  T  nur  positive,  von 
Null  verschiedene  Werthe  an. 

Die  Function  w—w^,  welche  längs  der  ganzen  Begrenzung  des 
Bereiches  T  den  Werth  Null  hat,  genügt  für  den  Bereich  T  der  par- 
tiellen   Differentialgleichung   ^{w—w^)+p-iv  =  0    und    nimmt    im 

Innern  dieses  Bereiches  ebenfalls  nur  positive  Werthe  an. 

IQ f^ 

Der  grösste  Werth ,   welchen    der  Quotient innerhalb  des 

Bereiches  T  annimmt,  werde  mit  q  bezeichnet.  Die  Grösse  q  ist 
kleiner  als  1. 

Man  denke  sich  nun  für  den  Bereich  T  die  Functionen  w^,  w^,  tv\,  •  •  •, 
w;„_j ,  ?^„ ,  •  •  •  deren  Anzahl  unbegrenzt  ist ,  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, dass  die  Function  w„  der  partiellen  Differentialgleichung 

(8.)  ^w^+p'W^_,  =  0  («  =  l,2,3---oo) 

genügen  und  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth 
Null  haben  soU. 

Aus  der  Formel  (6.)  des  Art.  10  ergibt  sich,  wenn 

an  die  Stelle  von  f{l,Yi)  gesetzt  wird,  dass  die  Function  w^{x,y)  im 
Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  annimmt,  wenn  die 
Function  «(;^,(|, -j^)  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Da  nun  die  Function 
w^{i,^ri)  dieser  Bedingung  entspricht,  so  nimmt  jede  der  Functionen 
^ij.  '^11  '^31  •  • '  '^nj  '  "  iin  Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  an. 
Aus  dem  Systeme  von  Gleichungen 


-w^)+p-w  = 

-W,)+P'{W- 
-W^)+P'(W- 

=  0 

=  0 

0 

')  —  W^  —  W^—-  •- 

-^n)+P-{'^- 

-w^- 

-w^  —  - 

—  W,^_^ 

(9.) 

^{W  —  W^  —  W^ W^+P'{w—W^  —  W^  —  ^—W,^_^)    =    0 
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ergibt   sich,    da  jede   der  Functionen   w—w^—w^ w^   längs  der 

ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt,  durch 
wiederholte  Anwendung  der  Formel  (6.)  des  Art.  10,  dass  jede  dieser 
Functionen  im  Innern  des  Bereiches  T  nur  positive  Werthe  annimmt. 
Aus  der  Beziehung  w—w^^qw  ergibt  sich  in  Folge  der  Glei- 
chungen (9.)  unter  wiederholter  Anwendung  der  Formel  (6.)  des 
Art.  10  folgendes  System  von  Ungleichheiten 

tv—tv^~iv^  —  w^  <  q-  (w—w^—w^) 
(10.) 

tv  —  w^—w^—-  •—u\<:q'{w—iVQ—iv^—-  •— «^„.J. 

Für  jeden  Werth  des  Index  «  besteht  also  die  Beziehung 

(11.)  w—iü^—w^ «<;,<:  g""*"' •  w. 

Hieraus  folgt,  da  die  Grösse  q  kleiner  als  1  ist,  dass  die  aus  den 
Functionen  iv^^  lo^,  tv^,  ■  ■  •  gebildete  unendliche  Reihe 
tv^+  w^-\- 10^+  •  •  •  +  w„-\ in  inf. 

für  alle  dem  Bereiche  T  angehörenden  Stellen  (x,  y)  unbedingt  und  in 
gleichem  Grade  convergirt.  Die  Function  w ,  deren  Existenz  voraus- 
gesetzt wurde,  ist  die  Summe  dieser  Reihe. 

12. 

Weitere  Folgerungen. 

Die  Function  w^  ist  eindeutig  bestimmt  durch  diejenigen  Werthe, 
welche  die  Function  iv  längs  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  an- 
nimmt; dasselbe  gilt  von  jeder  einzelnen  der  Functionen  w^,  w,,  •  •  •  w^-  " 

Man  kann  nun  die  Werthe,  welche  eine  stetige  reelle  Function 
^0  =  ^*o(^>2/)  der  beiden  Argumente  x,y  längs  der  Begrenzung  des 
Bereiches  T  annehmen  soll,  willkürlich  vorschreiben  und  die  partielle 
Differentialgleichung  Ju^  =  0  für  den  Bereich  T  so  integriren,  dass 
die  Function  M„(a;,  r/)  dieser  vorgeschriebenen  Grenzbedingung  genügt. 

Wenn  mit  Je  der  kleinste,  mit  g  der  grösste  unter  allen  denje- 
nigen Werthen   bezeichnet  wird,   welche   der  Quotient       ,      ;  längs 

der  Begrenzung  des  Bereiches  T  annimmt,  so  nimmt  auch  im  Innern 
des  Bereiches  T  von  den  beiden  Functionen  u^{x,y)—kw^{x,y), 
"o(^»  y)~9^^o('^j  y)  ^6  erste  an  keiner  Stelle  einen  negativen,  die  zweite 
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an  keiner  Stelle  einen  positiven  Werth  an.  Denkt  man  sich  nun  für 
den  Bereich  T  die  Functionen  u^,  u^,  u^,  ■  -  •  w„ ,  •  •  •  bestimmt ,  welche 
aus  der  Function  u^  auf  dieselbe  Weise  hervorgehen,  wie  die  Func- 
tionen w,,  vj^,  w^,  •  •  ■  w^  ■  •  aus  der  Function  w^  hervorgegangen  sind, 
so  ergibt  sich,  dass  im  Innern  des  Bereiches  T  von  den  beiden  Func- 
tionen u^—Jcw^,  u^—gw^  die  erste  an  keiner  Stelle  einen  negativen,  die 
zweite  an  keiner  Stelle  einen  positiven  Werth  annimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  unendliche  Reihe  u^-\-u^+u^-\-  •  ■  •  +u^,+  •  •  • 
für  alle  Stellen  des  Bereiches  T  unbedingt  und  in  gleichem '  Grade 
convergirt.  Die  Summe  dieser  Reihe,  welche  mit  u  =  u{x,y)  be- 
zeichnet werden  soll,  ist  eine  Function,  welche  in  Folge  der  Grieichung 

(12.)  u{x,  y)-u,{x,  y)  =  -2j^j  j Pil  n)^{l  n)  G-{1  r,  ^>  !/)^l^^ 

für  den  Bereich  T  der  partiellen  DiiFerentialgleichung  zla  +  ^;  •  m  =  0 
genügt  und  längs  der  Begrenzung  dieses  Bereiches  mit  der  Function 
u^{x,y)  übereinstimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  es  eine  Function  iv  gibt ,  welche  für  den  betrachteten  Be- 
reich T  in  dem  erklärten  Sinne  der  partiellen  Differentialgleichung 
^w  -\-p  -w  ^=  Q  genügt  und  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe 
annimmt ,  so  ist  es  möglich ,  diese  Differentialgleichung  für  den  be- 
trachteten Bereich  so  zu  integriren,  dass  das  Integral  derselben  längs 
der  Begrenzung  des  Bereiches  T  mit  einer  beliebig  vorgeschriebenen, 
längs  dieser  Begrenzung  stetigen  Function  übereinstimmt  und  im 
Innern  dös  Bereiches  T  den  angegebenen  Bedingungen  genügt.  Durch 
die  vorgeschriebenen  Bedingungen  ist  dieses  particuläre  Integral  der 
angegebenen  partiellen  Differentialgleichung  eindeutig  bestimmt. 

13. 

Einführung  der  Specialisirung  w^  =  1. 
Wenn  die  im  Art.  11  gestellte  Voraussetzung  jetzt  wieder  fallen 
gelassen  und  es  als  noch  unentschieden  betrachtet  wird,  ob  diese  Vor- 
aussetzung erfüllt  ist ,  so  kann  man  gleichwohl ,  ausgehend  von  einer 
beliebig  getroffenen  Festsetzung  über  diejenigen  Werthe,  welche  eine 
Function  tv^(x,y)  längs  der  Begrenzung  des  Bereiches  T  annehmen 
soll,  für  den  betrachteten  Bereich  T  eine  unendliche  Reihe  von  Func- 
tionen w^,  w^,  w^,  •  •  ■  u\  '  •  •  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass    die  Function  w^  für  jeden  positiven  Werth   des  Index  n  längs 
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der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt 
und  der  partiellen  Differentialgleichung  ^ ii\-{- p  ■  u\_^  =  0  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  genügt,  während  z/w^  =  0  ist. 

Die  einfachste  Annahme ,  von  welcher  man  ausgehen  kann ,  ist, 
dass  der  Function  tv^  längs  der  ganzen  Begrenzung  und  demzufolge 
auch  für  das  Innere  des  Bereiches  T  ein  constanter  Werth  und 
zwar  der  Werth  1  beigelegt  wird. 

Diese  Annahme  soll  der  folgenden  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt 
werden. 

Es  wird  also  angenommen ,  dass  für  den  betrachteten  Bereich  T 
eine  unendliche  Reihe  von  Functionen  w^,  w^,  tv^,  •  ■  •  tv^,  •  •  •  bestimmt 
sei,  welche  den  Bedingungen 

iv^  =  1,  Jw^  +  ])  •  Wq  =  0,  ^w^+p  •  u\  =  0,  •  •  •  Jw^+p  '  m;„_j  =0,  •  •  • 

genügen.  Mit  Ausnalime  von  w^  ist  jede  dieser  Functionen  w^  der 
ferneren  Bedingung  unterworfen ,  längs  der  ganzen  Begrenzung  des 
Bereiches  T  den  Werth  Null  anzunehmen. 

14. 

Erklärung  der  Grössen  W„^^,  F„„,  TF„. 
Unter  Zugrundelegung  der  Annahme ,  dass  die  Functionen 
tÜQ ,  w, ,  tv^ ,  •  •  •  w^,  •  ■  '  die  in  dem  vorhergehenden  Art.  erklärte  Be- 
deutung haben ,  sollen ,  wenn  m,  n  irgend  zwei  ganze  positive  Zahlen 
bezeichnen,  einschliesslich  der  Null,  mit  T^„„  und  F„,„  die  durch  die 
Gleichungen 

(13.)  Tr„,.=//..v-.'.%,  ^'..=//(^^+^t)<'^''. 

T  T 

erklärten  Grössen  bezeichnet  werden,  wobei  die  Integrationen  über  den 
Bereich  T  zu  erstrecken  sind. 

Es  sollen  nun  einige  zwischen  den  Werthen  dieser  bestimmten 
Integrale  bestehende  Beziehungen  hergeleitet  werden ,  welche  für  die 
folgende  Untersuchung  von  wesentlicher  Bedeutung  sind;  zugleich  ist 
der  Nachweis  zu  führen,  dass  das  mit  F„  „  bezeichnete  Doppelintegral 
für  jede  Combination  w,  n  der  beiden  Indices  die  Eigenschaft  besitzt, 
unbedingt  convergent  zu  sein. 

I.     Weil  das  Doppelintegral 


// 


pw^w^_^dxdn  =    ^0 
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nur  positive  Elemente  enthält,  so  hat  jedes  Doppelintegral 

T' 

bei  welchem  die  Integration  über  einen  Theil  T'  des  Gebietes  T  er- 
streckt wird,  einen  endlichen  Werth,  welcher  kleiner  als   Wo„_i  ist. 

In  Folge  der  Grleichnngen  P'W,^_^  =  —^w„,  w^  ==  1  geht  das 
Doppelintegral 

T 

in  ein  einfaches,  längs  der  Randlinie  (T')  des  Bereiches  T'  zu  er- 
streckendes Integral  über ,    nämlich  in    das  Integral    /  -     "■  dl ,   wenn 

dl  die  Länge  eines  Elementes  dieser  Randlinie,  -—'-  den  Werth  der  in 
der  Richtung  der  Normale  zu  dem  Randelemente  dl  genommenen  par- 
tiellen Ableitung  der  Function  w„  bezeichnet.  Als  positive  Richtung 
dieser  Normale  wird  hierbei  diejenige  fixirt,  welche  von  dem  betrach- 
teten Randelemente  zu  inneren  Punkten  des  Bereiches  T'  führt. 

Das  Integral  /       "  dl    hat   hiernach    stets    einen    endlichen ,   den 

(T') 

"Werth  der  Grrösse   TTo^«-!  nicht  übertreifenden  Werth. 

Der  getroffenen  Festsetzung  zufolge  ist  der  Bereich  T'  ein 
Theil  des  Bereiches  T.  Die  Wahl  des  Bereiches  T'  ist  einzig  der 
Beschränkung  unterworfen,  dass  die  Grrösse  —^  für  jeden  Punkt 
der  Begrenzung  desselben  einen  endlichen  bestimmten  Werth  haben  muss. 

In  dem  Folgenden  wird  der  Bereich  T'  der  Bedingung  gemäss 
gewählt  werden,  dass  die  Gresammtheit  der  dem  Innern  dieses  Be- 
reiches angehörenden  Stellen  {x,y)  übereinstimmt  mit  der  Gresammt- 
heit derjenigen  Stellen  {x,p),  für  welche  der  Werth  einer  der  er- 
klärten Functionen  w^{x,y)  grösser  ist,  als  eine  von  Null  verschiedene 
positive,  hinsichtlich  ihrer  Kleinheit  keiner  Beschränkung  unterlie- 
gende Grösse  s^. 

Ist  insbesondere  die  Function  p{x,y)  eine  analytische  Function 
ihrer  beiden  Argumente,  so  ist  auch  die  Gleichung  der  Begrenzungs- 
linie des  auf  die  angegebene  Weise  erklärten  Bereiches,  w^  (x,  y)  =  £„, 
eine  analytische  Linie  von  endlicher  Länge ,  welche ,  wenn  einzelne 
Werthe  der  Grösse  e^  ausgeschlossen  werden,  die  Eigenschaft  besitzt, 

dass  für  jeden  Punkt    derselben  die  Grösse  -—^  einen  endlichen  be- 

ov 
stimmten  Werth  hat. 
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II.  Wird  dem  Index  m  der  Werth  n  beigelegt  und  das  Grebiet 
T'  durch  die  Bedingung  w^{x,y)>£„  erklärt,  so  ergibt  sich  die 
Grleichung 

/  I P^f^u-i^n^^^c^y  =  —  I      iv„^w„dxdy  = 

(T)  T' 

Da  das  Randintegral ,   dessen  Werth  £,,  /       "  dl  nicht  grösser  ist  als 

(T') 

«„TFo„_„  für  lim£„  =  0  ebenfalls  den  Grrenzwerth  Null  hat,  so  ergibt 
sich,  weil  beim  Uebergange  zur  Grenze  s„  =  0  der  Bereich  T'  in 
den  Bereich  T  übergeht,  die  Gleichung 

(14.)  W„_,„  =ffpw„_,wjxdp  =ff[(-^]  +  (^)]  dxdy  =  F„,„. 


Durch  die  vorstehende  Gleichung  ist  zugleich  der  Nachweis  er- 
bracht, dass  das  mit  F„  „  bezeichnete  bestimmte  Integral,  dessen  Ele- 
mente sämmtlich  positiv  sind,  die  Eigenschaft  besitzt,  unbedingt  con- 
vergent  zu  sein. 

Aus  der  unbedingten  Convergenz  der  beiden,  der  getroffenen 
Festsetzung  zufolge  mit  T^,,  „,  und  F„„  zu  bezeichnenden  bestimmten 
Integrale  ergibt  sich  als  Folge  der  Beziehungen 


ew„ 

dw^ 

dx 

dx 

dy 

äy 

'^  2\   dx   J'^    2\   dx   J' 


dass    das    mit  F„  „    bezeichnete    bestimmte  Integral    die   Eigenschaft, 
unbedingt  convergent  zu  sein,  ebenfalls  besitzt. 

III.  Wenn  unter  Beibehaltung  der  im  Vorhergehenden  unter  II. 
angegebenen  Erklärung  des  Bereiches  T'  für  p  •  w^  der  Ausdruck 
—^iv^_^^  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich 


piü^iv^dxdy  = 


dx 


dw„ 
dx 


dy 


-^)äxdy. 
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Da  der  Werth  des  Randintegrals 

(T') 

welcher  nicht  grösser  als  s^W^^^  ist,  für  lim  £„  =  0  ebenfalls  den 
Grenzwerth  Null  besitzt,  so  ergibt  sich,  weil  für  lim  £„  =  0  der  Be- 
reich T'  in  den  Bereich  T  übergeht,  die  Grleichung 

(15.)  w:,„  =  F„^,„. 

Den  Erklärungen  der  Grössen  W^^„,  F,„  „  zufolge  ändert  keine 
dieser  beiden  Grössen  bei  der  Vertauschung  beider  Indices  ihren 
Werth,  es  besteht  daher  die  Gleichung 

(16.)  w:.„  =  K..,„  =  ^„,.... 

Andererseits  hat  in  Folge  der  Gleichung  (15.)  auch  die  Grösse 
T^_i,m+,  den  Werth   V„^^_^^.     Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung 


(17.)  Tr„,„  =  w:_,.,,  =  f: 


m+l,  n- 


Durch  Wiederholung    der   Schlussweise ,    welche   von   der  Grösse 
W„„  zu  der  Grösse   W^^,  „_i  geführt  hat,  ergibt  sich  die  Gleichung 

(18.)     W:,„  =  Tf^^,,„_,  =  TF„,,„_,  =  . . .  =  Tf,„,,„_,  =  . . .  =  W^^„^,. 

Wird  nun  die  Grösse   l^+„^o  zur  Abkürzung  mit   W^+„  bezeichnet, 
so  ergibt  sich 

(19.)  TF.„,..  =  W:,„,       F„,„  =  Tf,„_,,„  =  Tf .,„_,. 

Es   bestehen   also  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  Je,    welcher 
kleiner  ist  als  n,  die  Gleichungen 

(20.)  /    l pw^w^dxäy  =/   j inv^w^_j^dxdy  =  W„, 


//( 


dw,    dw„       div,    dtv„  \  ,     , 
-^  -T—  +  -^  ~^-^  )dxdy  = 
dx     dx         dy      dy  /         ^ 


=//(^%+^^)''^^^=^- 
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15. 

Einführung  der  Constante  c. 

Der  bekannte  Satz,  dass  die  Discriminante  einer  definiten 
binären  quadratischen  Form  stets  einen  positiven  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  besitzt,  kann  dazu  angewendet  werden,  um  eine 
Beziehung  zwischen  den  -absoluten  Beträgen  der  über  denselben  Be- 
reich T  auszudehnenden  drei  Doppelintegrale 


Ä  =JJcp\ixdy,     B  =j  j^idxdy,     C  =Jff 


dxdy 


herzuleiten,  eine  Beziehung,  deren  Kenntniss  für  die  folgende  Unter- 
suchung von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Grössen  (p^i  bedeuten  zwei  reelle,  für  alle  Stellen  {x,y)  des 
Bereiches  T  eindeutig  erklärte  Functionen  der  beiden  Argumente  x,  y, 
welche  die  Eigenschaft  haben  ,  erstens ,  dass  die  über  den  Bereich  T 
ausgedehnten  Doppelintegrale  Ä,  B ,  C  unbedingt  convergent  sind, 
zweitens,  dass  der  Quotient  der  beiden  Functionen  qp  und  %  nicht  einer 
Constanten  gleich  ist. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  die  binäre  quadra- 
tische Form 


// 


(acp  +  ßxY  dx  dy  =  Ä-  a'-\-  2B'aß+C-  ß' 


eine  definite,  weil  das  Doppelintegral,  dessen  Werth  mit  dem  Werthe 
der  quadratischen  Form  übereinstimmt ,  für  kein  von  dem  Werthe- 
paare  a  =  0,  /3  =  0  verschiedenes  Paar  reeller  Werthe  der  Grössen 
a,  ß  gleich  Null  wird.     Hieraus  ergibt  sich  also  die  Beziehung 

(21.)  ÄC-B'>0    oder    \  B  \  <:  \Jä-\/C. 

Wenn  (p  =  \Jp-w^,  x  =  V(p  •  ^„+i  gesetzt  wird,  so  erhalten 
Ä,  B,  C  beziehlich  die  Werthe  W^^ ,  W,„+i ,  T^2„+2-  Es  besteht  dem- 
nach zwischen  diesen  drei  Grössen  die  Beziehung 

W  W 

(22)  JIl?±L  ^  _lll=±L 

Durch  eine  ganz  analoge  Schlussweise  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 
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die  Beziehung 

W  W 

'"^  2»-l  ''2» 

Durch  Verbindung   der   beiden  Beziebungen  (22.)    und    (23.)    er- 
gibt sich 
/0A^  ^-        ^2        ^3  >^„         ^«+, 

w 

Wird  nun  der  Werth  des  Quotienten  -ttF^-  ^i*  ^«  bezeichnet,  so 
wird  jedem  den  angegebenen  Bedingungen  genügenden  Bereiche  T 
eine  unbegrenzte  Anzahl  beständig  zunehmender  Constanten  c^,  c^,  c^, 
•  •  •  c„ ,  •  •  •  zugeordnet. 

Die  obere  Grrenze  dieser  constanten  Grrössen,  eine  für  den  be- 
trachteten Bereich  T  in  Bezug  auf  die  zu  Grunde  gelegte  positive 
Function  p  charakteristische  Constante,  möge  mit  c  bezeichnet  werden. 

Dass  die  Grössen  c,,  c^,  c,,  •  •  •  c„,  •  •  •  eine  bestimmte  endliche  obere 
Grenze  besitzen,  kann  folgendermassen  bewiesen  werden. 

Es  bezeichne  g  den  grössten  unter  allen  denjenigen  Werthen, 
welche  die  Function  tv^  innerhalb  des  Bereiches  T  annimmt.  Unter 
dieser  Voraussetzung  erlangt  keine  der  Functionen 

w-giv^,  w^—gw,,  •••   w„~gw^_,,"' 
im  Innern  des  Bereiches  T  einen  positiven  Werth,   mithin   haben  die 
Grössen 

T 

"^^2n+i  -9'^,n  =      j  P  *f„+i  iu\~9  w;„_  J  dx  dy , 

T 

negative  Werthe,  folglich  ist  jede  der  beiden  Grössen  c^^,  c^^^^  kleiner 
als  die  Grösse  g.  Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  die  obere  Grenze  c 
der  Constanten  c^ ,  c, ,  c.^^  •  •  •  c„ ,  •  •  •  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

16. 
Einführung  der  Grösse  Q. 

Aus  der  im  vorhergehenden  Art.  abgeleiteten  Beziehung  zwischen 
den  Werthen  der  mit  Ä,  B,  C  bezeichneten  drei  Doppelintegrale  er- 
gibt sich,  wenn 

V^2» 
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gesetzt,  und  der  grösste  Werth  der  Function  p{x,y)  mit  P,  der  grösste 
Werth,  den  das  Doppelintegral 


//• 


T 

annehmen  kann,  mit  Sl  bezeichnet  wird,  dass  die  durch  die  Grleichung 

w  ii,  1? ) 
bestimmte  Grösse       ,       ^  stets  kleiner  ist  als  die  Grösse 

VW,.  

mithin   für    alle   Werthe     des    Index  n    kleiner    ist   als    die    Grösse 

■^ V^Pii ,  welche  mit  Q  bezeichnet  werden  möge. 

Bezeichnet  B  den  grössten  unter  allen  denjenigen  Werthen,  welche 
die  Grösse  q  =  \l{x—i,y+{y~riy  unter  der  Voraussetzung  annimmt, 
dass  jede  Stelle  {x,y)  des  Bereiches  T  mit  jeder  anderen  Stelle  (!,»?) 
dieses  Bereiches  combinirt  wird,  und  wird  mit  ft  die  Zahl  der  Blätter 
derjenigen  Rie  mann  sehen  Fläche  bezeichnet,  welche  den  Bereich  T 
geometrisch  darstellt,  so  ergibt  sich 

G{x,y-ln)<:Z\0g^,       Sl<^i,r~        r~'l0g^(  ^)QdQd», 

17. 

Untersuchung    der  Convergenz    der  Reihe  Woi-Wi+w^+-'' 
Aus  der  in  dem  vorhergehenden  Art.  bewiesenen  Eigenschaft  der 
Grösse  —— ^— ,  für  keinen  Werth  des  Index  n  die  Grösse  Q  zu  über- 
schreiten,  ergibt  sich,  dass  die  Reihe 
(25.)  w=i:w{x,y;t)  =  w^+ii\{x,y)t-\-tv^{x,y)e-\-  •••  iv^{x,y)t*-{- •■- mini 

für  alle  Werthe  der  Grösse  t,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als 
— ,  unbedingt  und  zugleich  für  alle  dem  Bereiche  T  angehörende 
Stellen  {x,y)  in  gleichem  Grade  convergirt. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  aus  dem  Umstände,   dass  die 
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einzelnen  Glieder  der  angegebenen  Reihe  (25.)  dem  absoluten  Betrage 
nach  beziehlich  kleiner  sind  als  die  Griieder  der  Reihe 

Qi\l'w,+  s/W.-t  +  s/w,-  f+  ■■'■  +  \!w;„-  r+ ...), 

während  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Griieder  dieser 
letzteren  gleich  \/f 2n-i ^*2n "  ^  ist,  der  Grenzwerth  dieses  Quotienten  für 
lim  n  =  oo  also  den  "Werth  c  ■  t  hat. 

Mittelst  der  Formel  (6.)  des  Art.  10  ergibt  sich,  wenn  an  die 
Stelle  der  Function  f{l,ri)  der  Ausdruck  tp{i,,  ri)w{i,,ri;  t)  gesetzt 
wird,  dass  die  Function  iv  =  tv(x,y;  t)  für  alle  Werthe  der  Grösse 
t,  welche  kleiner  als  —  sind,  in  dem  früher  angegebenen  Sinne  die 
partielle  Differentialgleichung  dw+tp-w  =  0  befriedigt. 

Hieraus  folgt ,  dass ,  wenn  die  Grösse  c  kleiner  als  1  ist ,  die 
im  Art.  9  aufgestellte  Frage  in  bejahendem  Sinne  zu  beantworten  ist, 
weil  in  diesem  Falle  der  Grösse  t  der  Werth  1  beigelegt  werden  kann-. 

18. 

Untersuchung     der     Convergenz      einiger    unendlicher 

Producte. 

w 
Aus    der  im  Art.  16   bewiesenen  Eigenschaft   der    Grösse  -——"—, 

für  jeden  Werth  des  Index  n  kleiner  zu  bleiben,  als  eine  bestimmte 
endliche  Grösse  Q,  ergibt  sich  ferner,  wenn  in  der  Gleichung 

der  eine  der  beiden  Factoren  "  des  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Ausdruckes  durch  Q  ersetzt  wird,  dass  die  Beziehung  besteht 


//' 


Qdxdy  >  1. 


Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse 

"     =    IIP  " ,— -—  dx  dy 

für  jeden  Werth  des  Index  n  grösser  ist  als  die  Grösse  -7^,  und  dass 

W^  .  . ^  1 

die  Grösse    -.    "    für  jeden  Werth  des  Index  n  grösser  ist  als  --^. 
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Da  die  Grosse  -^,/-  den  Werth 


W  •    ^^    •    ^^    •  — ^ 


^1^2  ^8^4  ^8^6  ^2n-l  ^2n 

besitzt,  welcher  beständig  abnimmt,  wenn  der  Index  n  zunimmt,  und 
da  diese  Grösse   beständig  grösser   ist  als   die   von  dem  Werthe  des 

1  .  .  W^ 

Index  n  nicht  abhängende  Grösse  -^,  so    besitzt  die  Grösse  -~-  fiir 

lim  w  =  oo  einen  bestimmten  endlichen  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth,  mit  anderen  Worten,  das  unendliche  Product 


n.t'^)' 


dessen  Factoren  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  Einheit,  ist  unbedingt 
convergent. 

Hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

!t_  <  _^  <  1^ 

<'2n-l  ^2n  ^2n 

dass  auch  das  unendliche  Product  H^  \~~)  unbedingt  convergent  ist. 

Die  Factoren  des  letzteren  unendlichen  Productes  können  nun  in 
der  Weise  in  unendlich  viele  Gruppen  von  je  unendlich  vielen  Fac- 
toren zusammengefasst  werden , 


n.(^)  = 


c, 

^2 

.-^ 

Cg 

5«. 

^2 

C^ 

'^s 

C,6* 

C32 

X 

Cl2 

Cl2 

^24 

^24 
<^48 

•• 

X 

^20 

^40 

X 

^7 

... 

dass  sich  die  Gleichung 

n  (^)  =  A.^.^.A — n  (^) 

«  \  C2„  /  c     c     c     c  ^  '•«  V    c    / 

ergibt.     Es  ist  also  auch  das  unendliche  Product 
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unbedingt  convergent;  folglich  besitzt,  da 


c  c 


ist,  das  unendliche  Product  IT^  (-^)  dieselbe  Eigenschaft. 

Hieraus  ergibt  sich  aber  die  unbedingte  Convergenz  des  unend- 
lichen Productes 

n.fr^)  =  n„(^). 

19. 

Einführung  der  Functionen  tD„  und  der  Grössen  2Ö„. 

Der  Fall  c  =  1. 

Wenn  die  Functionen  tü„  und  die  Grrössen  2B„  durch  die  Gleichungen 
iv^^  =  c"iü„,   W^  =  c^SB^  erklärt  werden,  so  bestehen  die  Gleichungen 

„  gX-nl  ?  m  "       C  C  C  C    , 

In  Folge  der  unbedingten  Convergenz  des  unendlichen  Productes 
O  ( ~  )  nähert  sich  der  Werth  der  Grösse  SS„  für  unbegrenzt  wach- 
sende Werthe  des  Index  m  beständig  abnehmend  einem  bestimmten 
von  Null  verschiedenen  Grenzwerthe ,  welcher  mit  SS  bezeichnet 
werden  soll. 

Es  ergibt  sich        » 

f  fp-tojxdy  =  ^^,      f  fp'to^tojxdy  =  SS^^^,    \Q„<Q\IWn- 

T  T 

Aus  der  Gleichung 


// 


P{^-K+.rdxdy  =  3S,„-2Sß,„^,-f 


T 

wird  zunächst  gefolgert,  dass  der  Werth  des  auf  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  stehenden  Doppelintegrales  für  jeden  beliebig  grossen 
positiven  ganzzahligen  Werth  der  Grösse  k  unendlich  klein  wird  für 
unendlich  grosse  Werthe  des  Index  n.  Folglich  wird  auch  das 
Doppelintegral 

f  fp'(K-K^Jdxdy, 
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dessen  Werth  kleiner  ist  als  Pi^,„-^'^2n+^+^2n+u)  =  P„,  für  un- 
endlich grosse  Werthe  des  Index  n  unendlich  klein.  Hieraus  ergibt 
sich  als  eine  Folge  der  Gleichung 

T 

bei  Anwendung  des  im  Art.  15  bewiesenen  Hülfssatzes,  dass 

I  to„+i(^,2/)-tü„+m(^,2/)  I  <  2^V^' 
Also  wird  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

wenn  k  eine  beliebig  grosse  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  für  un- 
endlich grosse  Werthe  des  Index  n  für  alle  dem  Bereiche  T  ange- 
hörenden Stellen  {x^y)  in  gleichem  Grrade  unendlich  klein. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  die  Functionen  lü„(a;, «/)  für  unend- 
lich grosse  Werthe  des  Index  n  gegen  eine  bestimmte  Grrenzfunction 
convergiren,  welche  mit  tu  =  XQ{x,y)  bezeichnet  werden  soll. 

Diese  Grrenzfunction  tu  genügt  in   dem  früher  angegebenen  Sinne 

für  den  Bereich  T  der  partiellen  Differentialgleichung  J\ß-\ p  •  ttJ  =  0 

und  nimmt  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den  Werth 
Null  an. 

Es  ist  hiermit  der  Satz  bewiesen:  Wenn  die  bei  Zugrundelegung 
der  Function  p  für  den  betrachteten  Bereich  T  sich  ergebende  Con- 
stante  c  den  Werth  1  besitzt,  so  gibt  es  stets  eine  Function  tt?,  welche 
für  den  Bereich  T  der  partiellen  Differentialgleichung  ^tü+^-tü  =  0 
genügt,  welche  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  den 
Werth  Null,  im  Innern  desselben  aber  nur  positive  Werthe  annimmt. 

20. 
Die  Constante  —  als  Minimum.    Folgerungen. 

Es  bezeichne  u  =  u{x,y)  eine  stetige,  für  alle  dem  Bereiche  T 
angehörenden  Stellen  {x^y)  eindeutig  erklärte  Function  der  beiden 
Argumente  x,  y,  welche,  ohne  beständig  gleich  Null  zu  sein,  längs  der 
ganzen  Begrenzung  des  betrachteten  Bereiches  den  Werth  Null  an- 
nimmt und  für  welche  das  über  den  Bereich  T  ausgedehnte  Doppel- 
integral 

Schwarz,  Oesammelte  Abhandlungen.  I.  17 
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T 

eine  bestimmte  Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Werthe  der  beiden  Doppelintegrale 

T  T 

zur  Abkürzung  beziehlich  mit  Jq{u)  und  J'i(m)  bezeichnet  werden  und 
mit  w,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grösse  t  ein  posititer  Werth 
beigelegt  wird,  welcher  kleiner  ist  als  — ,  die  im  Art.  17  (25.)  er- 
klärte Function  w{x,y;  t)  bezeichnet  wird,  so   besteht  die  Grleichung 

(26.)    ^.(«)-...W  =ffm-^thii-i^lh^^' 

T 

welche  sich  aus  der  Identität 

ox  \  w    ox  /      dy  \w    dy  y       w  ^ 

durch  Integration  ergibt. 

Der  Grleichung  (26.)  zufolge  ist  der  Werth  des  Quotienten      '^  { 

für  jede  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  Function  u  grösser 
als  die  Grösse  t.  Hieraus  ergibt  sich  zunächst  der  Satz:  Unter  den- 
jenigen Werthen,  welche  der  Quotient  -yj~S  ^^^er  den  angegebenen 
Bedingungen  annehmen  kann,  gibt  es  keinen  Werth,  welcher  kleiner 

als  —  ist. 
c 

Bezeichnet  hJ  =  tu  (a;,  y)  die  im  Art.  19  erklärte  Function,  so  er- 
gibt sich  in  Folge  der  Identität 

(-)  (^)'-(f)"-^-  = 

^(«^)-i(«^)-(--i^«) 

durch  ein  Verfahren ,  welches  dem  im  Art.  14  dargelegten  Schluss- 
verfahren analog  ist,  die  Grleichung 
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Hieraus  folgt :  Der  Wertli  der  Grrösse  —  ist  der  kleinste  unter 
denjenigen  Werthen,  welche  der  Quotient  'W  unter  den  angege- 
benen Bedingungen  annehmen  kann. 

Bei  gewissen  auf  den  betrachteten  Bereich  T  sich  beziehenden 
Problemen  der  Variationsrechnung  führt  die  Untersuchung  der  in  Be- 
tracht kommenden  zweiten  Variation  zu  der  Frage,  ob  ein  über  diesen 
Bereich  auszudehnendes  Doppelintegral 

T 

für  alle,  den  angegebenen  Bedingungen  genügenden  Functionen  u  nur 
positive  Werthe  annimmt,  oder  ob  es  auch  solche  Functionen  u  gibt, 
für  welche  dieses  Integral  den  Werth  Null  oder  negative  Werthe 
annimmt. 

Diese  Frage  kann ,  wenn  die  Function  p  den  im  Art.  9  angege- 
benen Bedingungen  genügt,  nach  dem  Ergebnisse  der  vorstehenden 
Untersuchung  wie  folgt  beantwortet  werden. 

I.  Wenn  die  bei  Zugrundelegung  der  Function  p  für  den  be- 
trachteten Bereich  sich  ergebende  Constante  c  kleiner  ist  als  1,  so 
nimmt  das  Doppelintegral  J{u)  für  alle  Functionen,  welche  den  an- 
gegebenen Bedingungen  genügen,  positive  Werthe  an. 

n.  Wenn  diese  Constante  den  Werth  1  besitzt,  so  nimnat  das 
Doppelintegral  J{u)  ausser  positiven  Werthen  auch  den  Werth  Null, 
aber  keinen  negativen  Werth  an. 

ni.  Wenn  die  Constante  c  grösser  als  1  ist,  so  nimmt  das 
Doppelintegral  J(u)  ausser  positiven  Werthen  und  dem  Werthe  Null 
auch  negative  Werthe  an. 

Es  bezeichne  v  =  v{x,  y)  ein  für  alle  Stellen  {x,  y)  des  Bereiches 
T  eindeutig  erklärtes ,  den  im  Art.  9  angegebenen  Bedingungen  ge- 
nügendes particuläres  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
Jv  -{-p  •  t;  =  0. 

Bezeichnet  s  eine  reelle  Constante,  so  ergibt  sich 

J{v  +  su)-J{v)  =  «V(w). 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grrösse  J{v)  kleiner  ist  als  jede  der  Grössen 
J{v  +  su),  wenn  c  <:  1  ist.  Ist  c  =  1,  so  besteht  für  alle  Werthe  von 
e  die  Gleichung  J{v  -f  «tu)  =  J{v).     Ist  endlich  o  1,  so  gibt  es  unter 

17* 
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den  "Werthen,  welche  die  G-rösse  J{v-\-eu)  annehmen  kann,  sowohl 
solche,  welche  grösser  sind  als  J{v),  als  auch  solche,  die  kleiner  sind 
als  J(v). 

21. 

Stetige  Aenderung  des  Werthes  der  Constante  c 
bei  stetiger  Verkleinerung  des  Bereiches  T. 

Mit  T  und  T'  mögen  zwei  den  angegebenen  Bedingungen  genü- 
gende Bereiche  bezeichnet  werden,  welche  zu  einander  in  der  Bezie- 
hung stehen,  dass  der  Bereich  T  den  Bereich  T'  als  Theil  enthält. 
Derjenige  Bereich,  welcher  sich  ergibt,  wenn  aus  dem  Bereiche  T  alle 
Stellen  ausgeschieden  werden ,  welche  dem  Innern  des  Bereiches  T' 
angehören,  möge  mit  T",  die  den  beiden  Bereichen  T'  und  T"  gemein- 
same Begrenzungslinie  möge  mit  (T')  bezeichnet  werden. 

Es  seien  c  und  c'  die  unter  Zugrundelegung  der  Function  p  für 
die  beiden  Bereiche  T  und  T'  sich  ergebenden  charakteristischen  Con- 
stanten. 

Bezeichnet  \}  =  t){x,  y)  eine  Function,  welche  für  den  Bereich  T' 
dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  nach  dem  Inhalte  des  Art.  19  die  Func- 
tion tu  für  den  Bereich  T ,  und  wird  festgesetzt ,  dass  der  Function 
'ti{x,y)  für  die  dem  Bereiche  T"  angehörenden  Stellen  {x,y)  derWerth 
Null  beigelegt  werden  soll,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

J^Ü-f  £M)--^J"„(Ü  +  «w) 
T' 

in  welcher  die  Function  u  die  im  Art.  20  erklärte  Bedeutung  hat. 

Bezeichnet  jetzt  dl  die  Länge  eines  Elementes  der  den  Bereichen 
T'  und  T"  gemeinsamen  Begrenzungslinie  (T'),  -q-  die  in  der  Eich- 
tung  der  Normale  dieses  Elementes  genommene  partielle  Ableitung, 
wobei  diejenige  Richtung  dieser  Normale  als  positiv  betrachtet  wird, 
welche  in  das  Innere  des  Bereiches  T'  führt,  so  ergibt  sich 

(29.)    J-^(t)  +  £w)_lj-^(ü  +  £w)  =-26fu^dl  +  a'\j,{u)-^J,{u)^. 

(T') 

Die  Function  u  kann,  weil  die  partielle  Ableitung  -^  weder 
längs    der   ganzen   Begrenzung   des   Bereiches  T',   noch   längs    eines 
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Theiles  derselben  den  WerthNull  annimmt,  stets  so  gewählt  werden, 
dass  das  Integral  /  u  -^  dl  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhält. 

(T) 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Grösse 

bei  passender  Wahl  der  Grösse  s  und  der  Function  u  auch  nega- 
tive Werthe  annimmt;   der  Quotient  -=^7 (  nimmt  demnach  auch 

solche  "Werthe  an,  die  kleiner  sind  als  die  Grosse  — ;-;   also   ist  die 

1         .  .  1        .     .  ^  , 

Grösse   —  kleiner  als  die  Grösse  — r,  mithin  c  grösser  als  c'. 

Hieraus  folgt:  wenn  der  Bereich  T'  ein  Theil  des  Bereiches  T 
ist,  so  ist  die  unter  Zugrundelegung  der  betrachteten  Function  p  für 
den  Bereich  T'  sich  ergebende  Constante  c'  kleiner  als  die  unter 
Zugrundelegung  dieser  Function  für  den  Bereich  T  sich  ergebende 
Constante  c. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  bei  einer  stetigen  Verkleine- 
rung des  Bereiches  T  der  Werth  der  Constante  c  sich  ebenfalls  stetig 
ändert. 

Für    den   Bereich   T    denke   man    sich    die   im  Art.  19   erklärte 

Function  tu  =  to{x,y)  bestimmt,  welche,  wenn  die  Grösse  —  mit  t 
bezeichnet  wird,  im  angegebenen  Sinne  der  partiellen  Differential- 
gleichung zfw  +tp-\D  =  0  genügt  und  längs  der  ganzen  Begrenzung 
des  Bereiches  T  den  Werth  Null  annimmt.  Es  werde  nun,  wenn  s 
eine  von  Null  verschiedene  positive  Grösse  bezeichnet,  deren  Kleinheit 
keiner  Beschränkung  unterliegt,  derjenige  Theil  des  Bereiches  T,  für 
welchen  \v{x,y)>s  ist,  mit  T'  bezeichnet.  Dieselbe  Bedeutung,  welche 
die  Functionen  iv„  =  tv„{x,y)  und  die  Grössen  W„,  ^„,  c  für  den  Be- 
reich T  besitzen,  möge  den  Functionen  v^  =  v^{x,y)  und  den  Grössen 
V^,  cl,  c'  für  den  Bereich  T'  zukommen. 

Für  alle  dem  Bereiche  T'  angehörenden  Stellen  (x,  y)  gilt,  da  die 
Function  \o  für  keine  dieser  Stellen  den  Werth  Null  annimmt,  dem 
Inhalte  des  Art.  17  zufolge  die  Gleichung 

aus  welcher  sich  durch  Integration  ergibt 


//' 
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Wenn  SB'  den  Wertli  des  Doppelintegrals  auf  der  linken  Seite 
dieser  Grleicliimg  bezeichnet,  so  ergibt  sich,  weil  jede  der  Grrössen  c^ 
kleiner  als  c'  und  die  Grösse  c't  =  —  kleiner  als  1  ist, 

Da  lim  W  für  lim  s  =  0  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt,  dass 
die  Grrösse  c  —  c'  für  unendlich  kleine  Werthe  von  s  ebenfalls  unend- 
lich klein  wird. 

Bezeichnet  nun  T*  einen  beliebigen  Bereich,  welcher  den  Bereich 
T'  als  Theil  enthält  und  selbst  wieder  ein  Theil  des  Bereiches  T  ist, 
und  bezeichnet  c*  den  Werth  der  diesem  Bereiche  in  Bezug  auf  die 
Function  p  entsprechenden  charakteristischen  Constante,  so  ergibt 
sich  aus  zweimaliger  Anwendung  des  zu  Anfang  dieseg  Art.  bewie- 
senen Satzes,  dass  zwischen  den  Werthen  der  drei  Constanten  c',  c*,  c 
die  Beziehung  c'  <c.c*  <:ic  besteht. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen : 

Bei  jeder  stetigen  Verkleinerung  des  Bereiches  T  ändert  sich  der 
Werth  der  diesem  Bereiche  in  Bezug  auf  die  Function  p  entsprechenden 
charakteristischen  Constante  c  ebenfalls  stetig. 

22. 

Q 

Anwendung  auf  den  Fall  p  =  -rr- — »- — »-rj. 

Q 

Wenn  die  Function  p  durch  die  Grieichung  p  =  -q ^ 5^  be- 

stimmt  und  x-\-yi  =  s,   x—yi  =  s^,   w  =  ip   gesetzt  wird,    so  geht 
die  partielle  Differentialgleichung  zfw+p-w  =  0  über  in 


dsds,    '   (1+ssJ' 

deren  allgemeines  Integral,  wenn  mit  Cr{s),  G-^{s^)  zwei  Functionen 
der  beiden  complexen  Grrössen  s ,  s,  bezeichnet  werden ,  durch  die 
Grieichung 

gegeben  wird. 

Wird   die   Bedingung    gestellt,    dass    jedem    Paare    conjugirter 
Werthe  s,  s^  ein  reeller  Werth  der  Grösse  ^  entsprechen  soll,  so  musa 
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die  Function  G-^(s^)   mit  der  zu  der  Function  G{s)  gehörenden  conju- 
girten  Function  desconjugirten  complexen  Argumentes  übereinstimmen. 
Die  Form  der  betrachteten  partiellen  Differentialgleichung  bleibt 
ungeändert,  wenn  auf  dieselbe  die  gleichzeitigen  Substitutionen 

as'—b  aX—b. 


angewendet  werden.  Hierbei  bezeichnen  s',  s[  zwei  complexe  ver- 
änderliche ,  a ,  a, ,  & ,  &j  vier  reelle  oder  complexe  constante  Grössen, 
welche  letzteren  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  die  aus  den- 
selben gebildete  Grösse  aa^+bb^  nicht  gleich  Null  sein  darf.  Damit 
jedem  Paare  conjugirter  Werthe  der  Grössen  s ,  s^  ein  Paar  conju- 
girter  Werthe  der  Grössen  s',  s[  entspreche,  sind  den  Grössen  a,  a^; 
b,  J,  zwei  Paare  conjugirter  Werthe  beizulegen. 
Durch  die  Gleichungen 

55,  +  l  '  i      SSi-f-1  '  ss^-\-l 

wird  ein  eindeutiges  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  der  x  y-Ebene 
und  den  Punkten  der  Kugelfläche  X'+T'+Z'  =  1  vermittelt.  Es 
entspricht  daher  jedem  der  betrachteten  Bereiche  T  ein  gewisser 
sphärischer  Bereich,  welcher  das  sphärische  Bild  desselben  ge- 
nannt werden  kann. 

Durch  die  angegebenen  Substitutionen  wird  in  Folge  der  Gleichung 

dX^+  dY'+  dZ^  =  ^^  =  ^^^ 

nur  die  Lage,   nicht  die  Gestalt  dieses   sphärischen  Bildes  verändert. 

Der  Gesammtheit  aller  gleichzeitigen  Substitutionen  (5,  s'),  (5,,  s[) 
entspricht  unter  den  bezüglich  der  Grössen  a,  o,,  6, 6,  gestellten  Be- 
dingungen die  Gesammtheit  aller  Drehungen  der  Kugelfläche 
X'-hY'+Z'  =  1. 

Bei  Zugrundelegung  der  im  Vorstehenden  bezüglich  der  Function 
p  gemachten  Annahme  ist  es  daher  möglich,  von  der  über  der  xy- 
Ebene  ausgebreiteten  Rieraannschen  Fläche,  durch  welche  der  Be- 
reich T  geometrisch  dargestellt  wird,  zu  dem  sphärischen  Bilde  der- 
selben überzugehen  und  die  Ergebnisse  der  im  Vorhergehenden  ange- 
stellten Untersuchungen,  insbesondere  die  aus  dem  Werthe  der  Grösse 
c  zu  ziehenden  Schlussfolgerungen  auf  das  sphärische  Bild  zu  über- 
tragen. 
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Durch  Einführung  der  Grrössen  s ,  s^  als  unabhängiger  V  ariablen 
erhält  die  partielle  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen  w*^" 
Ranges  die  Gestalt 

d'X„    ,    w(w+l)Z„   _  Q 


dsds,         {l+ss,y 
Hieraus  folgt,  dass  jede  der  partiellen  Differentialgleichung 

dsds,  '^  {l+ss,y 

genügende  Function  eine  Kugel function  ersten  Ranges  ist. 

Durch  Specialisirung  der  Function  G  (s)  kann  man  unendlich  viele 
specielle  sphärische  Bereiche  erhalten,  von  welchen  jeder  einzelne  so 
beschaffen  ist,  dass  eine  bestimmte  Kugelfunction  ersten  Ranges  für 
diesen  Bereich  den  im  Art.  8  unter  II.  angegebenen  Bedingungen 
genügt. 

Q 

Bei  Zugrundelegung  der  Function  p  =  ...  ^  ^.^  hat  die  Con- 
stante  c  für  alle  diese  Bereiche  den  Werth  1. 

Wenn  G{s)  =  ^s  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  ^  =  -^       2,     z- 

Dem  Bereiche  t^O  entspricht  in  diesem  Falle  die  Fläche  einer 
Halbkugel. 

Nach  dem  Inhalte  des  Art.  21  folgt  hieraus ,  dass  für  jeden  Be- 
reich T',  dessen  sphärisches  Bild  ein  Theil  einer  Halbkugelfläche 
ist,  der  Werth  der  charakteristischen  Constante  c'  kleiner  als  1  ist. 

Wenn    der    Werth     der    unter    Zugrundelegung     der    Function 

Q 

p  =  -Tzr-, — 9 ^Tv   für   einen  Bereich  T    sich   ergebenden  Constante   c 

(i+x^+fy       ^  .... 

grösser  als  1  ist,  so  ist  es  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  mög- 
lich, einen  Theil  T'  dieses  Bereiches  so  abzugrenzen,  dass  das  sphä- 
rische Bild  desselben  ein  Theil  einer  Halbkugelfläche  ist,  dass  also 
die  dem  abgegrenzten  Bereiche  T'  entsprechende  charakteristische 
Constante  c'  kleiner  als  1  ist. 

Ebenso  ist  es  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich,  eine 
von  einem  Parameter  abhängende,  die  beiden  Bereiche  T  und  T'  ent- 
haltende Schaar  von  Bereichen  zu  construiren,  so  dass  für  je  zwei 
unendlich  benachbarte  Bereiche  dieser  Schaar  die  Voraussetzungen  des 
im  vorhergehenden  Art.  bewiesenen  Lehrsatzes  erfüllt  sind. 

Bezeichnet  T*    einen  beliebigen  Bereich  dieser  Schaar  und  c*  die 

Q 

diesem   Bereiche  in  Bezug   auf  die  Function  p  =    .-,       ^      ,.,    ent- 
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sprechende  Constante ,    so  folgt ,    dass  die  Grrösse  c*  jeden  zwisclien 
c'  und  c  liegenden  Werth  annimmt. 

Es  ist  also  der  Satz  bewiesen:  Wenn  die  bei  Zugrundelegung  der 

Q 

Function  p  =  -^ — — , ^^5-  für   einen   bestimmten  Bereich  T  sich  er- 

gebende  charakteristische  Constante  c  grösser  als  1  ist,  so  ist  es  auf 
unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich ,  von  diesem  Bereiche  einen 
Theilbereich  T*  abzugrenzen,  für  welchen  die  unter  Zugrundelegung 
derselben  Function  p  sich  ergebende  Constante  c*  den  Werth  1  besitzt. 
In  Hinblick  auf  den  im  Art.  19  bewiesenen  Lehrsatz  ist  somit 
der  Nachweis  geliefert,  dass  die  im  Art.  8  betrachteten  drei  Fälle 
die  Gesammtheit  aller  Fälle  erschöpfen,  welche  in  Bezug  auf  die  Ent- 
scheidung der  gestellten  Frage  eintreten  können. 


Schluss. 

Einige  den  Grenzfall  betreffende  Bemerkungen. 

23. 

Den  Bedingungen  des  Grrenzfalles  entsprechende  Mi- 
nimalflächenstücke,  für  welche  die  Eigenschaft  des 
Minimums  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  bestehen  aufhört. 
Verallgemeinerung  des  von  Herrn  Lindelöf  zuerst  unter- 
suchten speciellen  Falles. 

Wenn  für  ein  Minimalflächenstück  M  der  im  Art.  8  unter  II.  an- 
geführte Grrenzfall  eintritt ,  so  kann  die  Frage  aufgeworfen  werden, 
ob,  beziehungsweise  in  welchem  Sinne  für  dieses  Flächenstück  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Begrenzungslinie  desselben  unverändert 
gelassen  wird,  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintritt. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  kann  man  sich  der  Grleichung 
(5.)  des  Art.  2  und  der  Formeln  des  Art.  7  bedienen. 

Unter  Wiederaufhebung  der  Bedingung,  dass  die  Function  ^  auch 
längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  T  nur  von  NuU  verschie- 
dene Werthe  annehmen  soll,  möge  in  den  Formeln  des  Art.  7  für  die 
Function  t^  das  den  Bedingungen  des  erwähnten  Grenzfalles  genügende 
particuläre  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
_ö>      _ö>      8V^ _ 
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gesetzt  werden.  Die  Veränderlichkeit  der  Grössen  |,  rj  werde  auf  den 
Bereich  T ,  die  Veränderlichkeit  des  Parameters  e  auf  solche  Werthe 
beschränkt,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  von  Null  verschiedene 
positive  Grösse  s'  nicht  überschreitet. 

Für  jeden  hinreichend  kleinen  Werth  der  Grösse  s'  stellen  unter 
den  angegebenen  Voraussetzungen  die  Gleichungen 

x'=x-\-sdx,     y'=y  +  £dy,     z'=^s-\-b8s, 

wenn  x\  y\  z'  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  bedeuten, 
eine  Schaar  von  Minimalflächenstücken  dar,  welche  so  beschaffen  ist, 
dass  für  je  zwei  unendlich  benachbarte  Minimalflächenstücke  dieser 
Schaar  die  im  Art.  1  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Tangentialebenen  des  Minimalflächen- 
stückes  M,  deren  Berührungspunkte  der  Randlinie  dieses  Flächen- 
stückes angehören,  umhüllt  allgemein  zu  reden  eine  gewisse  ab- 
wickelbare geradlinige  Fläche,  welche  mit  O  bezeichnet  werden 
möge.  Die  erzeugenden  Geraden  dieser  Fläche  fallen  mit  den  den 
Tangenten  der  Randlinie  des  Flächenstückes  M  im  Dup in  sehen  Sinne 
conjugirten  Tangenten  dieses  Flächenstückes  zusammen.  Für 
jeden  Punkt  der  Randlinie  ist  die  letztere  Tangente,  mithin  auch  die 
durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  geradlinige  Erzeugende  der 
Fläche  4>,  der  Strecke  mit  den  Coordinaten  8x^  8y,  80  parallel. 

In  Folge  der  Gleichungen 

Xdx  -f-  Ydy  +Zds  =  0,  Xddx  +  Yddy  +Zd80  =  0,  Xdx  +  Y8y  -\-Zdis  =  0, 

von  denen  die  beiden  ersten  für  alle  Stellen  (|,i?)  des  Bereiches  T 
erfüllt  sind,  während  die  dritte  nur  längs  der  Begrenzung  desselben 
Geltung  hat ,  ist  die  abwickelbare  Fläche  O  eine  einhüllende 
Fläche  der  betrachteten  Schaar  von  Minimalflächen. 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  der  Fläche  ^,  welche  den  dem 
Intervalle  —s'^s'^s'  angehörenden  Werthen  des  Parameters  s  ent- 
sprechen, bildet  allgemein  zu  reden  eine  endliche  Anzahl  gürtelför- 
miger Flächenstreifen  F,  von  welchen  jeder  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  Stücken  analytischer  Flächen  besteht. 

Die  Gesammtheit  der  Flächenstreifen  F  und  die  den  Werthen 
£  =  —«',  6  =  s'  entsprechenden  Minimalflächenstücke  der  betrach- 
teten Schaar  bilden  zusammengenommen  die  vollständige  Begrenzung 
eines  ganz  im  Endlichen  liegenden  Theües  des  Raumes ,  welcher  mit 
R  bezeichnet  werden  möge. 
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In  Folge  der  Grleichung  (o.)  des  Art;  2  gilt  folgender  Satz:  Jedes 
zusammenhängende ,  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analyti- 
scher Flächen  gebildete  Flächenstück  F ,  dessen  vollständige  Begren- 
zung mit  der  Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  zusammenfällt, 
und  dessen  innere  Punkte  sämmtlich  dem  Innern  des  Raumes  R 
angehören,  hat  grösseren  Flächeninhalt,  als  das  Minimalflächen- 
stück  M. 

Die  Geltung  des  vorstehenden  Satzes  erstreckt  sich  nicht  ohne 
"Weiteres  auch  auf  solche  Flächenstücke,  welche  zwar  aus  dem  Räume 
R  nicht  heraustreten,  jedoch  mit  den  der  Begrenzung  desselben  ange- 
hörenden Theilen  der  Fläche  ^  Flächen  streifen  von  endlicher  Aus- 
dehnung gemeinsam  haben. 

Es  kann  nämlich  der  Fall  eintreten,  dass  für  ein  den  Bedingungen 
des  Grenzfalles  genügendes  Minimalflächenstück  M  der  reelle  Theü 
der  complexen  Grösse  -cTj^  (~^~)  ^^^g^    ^^^  ganzen  Begrenzung  des 

jy(S)   \  ÖS  y 

Bereiches  T  dasselbe  Vorzeichen  besitzt.  Wenn  diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  liegen  alle  Theile  der  Fläche  4>,  aus  denen  die  Flächen- 
streifen r  bestehen,  auf  derselben  Seite  des  Minimalflächenstückes 
M,  und  es  gibt  unendlich  viele  aus  dem  Räume  R  nicht  heraustretende, 
im  Uebrigen  den  gestellten  Bedingungen  genügende  Flächenstücke  F  , 
deren  Flächeninhalt  mit  dem  Flächeninhalte  des  Minimalflächenstückes 
M  der  Grösse  nach  übereinstimmt. 

Jedes  dieser  Flächenstücke  F*  besteht  aus  einem  Minimalflächen- 
stücke  M*  der  betrachteten  Schaar  und  einer  endlichen  Anzahl  gürtel- 
förmiger Flächenstreifen  F*,  welche  Theile  der  Begrenzungsfläche  des 
Raumes  R  sind,  und  durch  welche  die  Begrenzungslinie  des  Minimal- 
flächenstückes M*  mit  der  Begrenzungslinie  des  Minimalflächenstückes 
M  in  Verbindung  gebracht  wird.  Hierbei  hat  der  zu  dem  Minimal- 
flächenstücke  M*  gehörende  Werth  e*  des  Parameters  s  dasselbe  Vor- 
zeichen, wie  der  reelle  Theil  der  complexen  Grösse  -eET~\  \~d~j  ^^^S^ 
der  Begrenzung  des  Bereiches  T. 

Da  die  mittlere  Krümmung  der  die  Flächenstreifen  F*  bildenden 
Flächenstücke  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  ist  es 
möglich ,  durch  solche  Variationen  dieser  Flächenstücke ,  welche  die 
Begrenzung  derselben  unverändert  lassen,  den  Flächeninhalt  der- 
selben zu  verkleinern.  In  dem  betrachteten  Falle  gibt  es  also 
unendlich  viele,  zusammenhängende,  dem  Minimalflächenstücke  M  un- 
endlich benachbarte,  von  derselben  Randlinie  begrenzte  Flächenstücke, 
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welche  kleineren  Flächeninhalt  besitzen  als  das  Minimalflächen- 
stück  M. 

Die  beste  Veranschaulichung  der  vorstehenden  Betrachtungen  ge- 
währt der  von  Herrn  Lindelöf  in  seinem  Lehrbuche  der  Variations- 
rechnung*) behandelte  und  durch  Figuren  erläuterte  specielle  Fall 
eines  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzten  zweifach  zusammenhängenden 
Theiles  eines  Catenoids. 

Dieser  mit  den  Hülfsmitteln  der  Variationsrechnung  zuerst  von 
Herrn  Lindelöf  untersuchte  classische  specielle  Fall  entspricht, 
wenn  mit  C  eine  reelle  Constante  bezeichnet  wird,  den  Annahmen 

^is)  =  -^,      Gis)  =  s{logs  +  C). 

Der  Bereich  T  ist  in  diesem  Falle  ein  zweifach  zusammenhän- 
gendes von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenztes  Ringgebiet;  die 
Fläche  4>  wird  von  den  Mantelflächen  zweier  Rotationskegel  gebildet, 
deren  Mittelpunkte  und  deren  Axen  zusammenfallen. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  für  passend  gewählte  Theile  solcher 
Minimalflächen ,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegelflächen  zweiten 
Grades  eingehüllt  werden  **) ,  eine  analoge  Untersuchung  durchzu- 
führen. An  die  Stelle  der  beiden  Rotationskegel  treten  hierbei  zwei 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  eine  gemeinschaftliche  Hauptebene 
besitzen  und  von  denselben  beiden  Schaaren  paralleler  Ebenen  in 
Kreisen  geschnitten  werden. 

24. 

Den  Bedingungen  des  Grenzfalles   entsprechende  Mini- 
malflächenstücke,    für    welche   die  Eigenschaf t  des  Mi- 
nimums uneingeschränkt  bestehen  bleibt. 

Einem  Minimalflächenstücke  M ,  welches  der  im  Art.  8  unter  IL 
angegebenen  Bedingung  genügt,  kann  dessenungeachtet  die  Eigenschaft 
zukommen,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als  alle  anderen 
Flächenstücke,  deren  vollständige  Begrenzung  mit  der  Begrenzung 
dieses  Minimalflächenstückes  übereinstimmt. 


*)  Legons  de  calcul  des  variations,  par  L.  Lindelöf,  Paris  1861,  p.  204—214. 
Vergl.   auch  die  Abhandlung:   Sur    les  limites  entre  lesquelles  le  cat^noide  est  une 
surface  minima.    Par  L.  L  i  n  d  e  1  ö  f.    Acta  societatis  scientiarum  Fennicae,  tomus  IX., 
Helsingfors  1871.    (Mathematische  Annalen,  Band  II,  Seite  160.) 
**)  Siehe  S.  190-204  dieses  Bandes. 
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Es  wird  hierbei  als  selbstverständlich  betrachtet,  was  übrigens 
auch  bisher  stillschweigend  als  selbstverständlich  betrachtet  worden 
ist,  dass  mit  dem  Minimalflächenstücke  M  nur  solche  Flächenstücke 
verglichen  werden,  welche  ohne  Aufhebung  des  Zusammenhanges  ihrer 
Theile  und  bei  ungeändert  gelassener  Begrenzung  durch  continuirliche 
Variationen  in  das  Minimalflächenstück  M  übergeführt  werden  können. 

Beispiele  solcher  Minimalflächenstücke,  welchen  in  dem  angege- 
benen Sinne  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  zukommt,  ergeben  sich, 
wenn  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  eine  positive  constante  Grösse 
bezeichnet,  welche  kleiner  als  1  ist , 

gesetzt  wird.*) 

Durch  diese  Angaben  wird  für  jeden  Werth  der  Constante  A  ein 
einfach  zusammenhängendes  Flächenstück ,  ein  von  zwei  geraden 
Strecken  und  von  zwei  Schraubenlinien  begrenzter  Theil  einer 
Schraubenfläche  der  Gestalt  nach  bestimmt,  für  welchen  bei  un- 
verändert gelassener  Begrenzung  die  zweite  Variation  des  Flächen- 
inhalts zwar  den  Werth  Null,  aber  nicht  negative  Werthe  an- 
nehmen kann. 

Jeder  der  vier  Theile,  aus  denen  die  Begrenzung  eines  solchen 
Minimalflächenstückes  besteht,  ist  eine  Asymptotenlinie  desselben.  Die 
Fläche  ^  besteht  aus  zwei  singulären  Geraden  und  zwei  abwickelbaren 
Schraubenflächen,  deren  Rückkehrkanten  die  der  Begrenzung  des  Mi- 
nimalflächenstückes angehörenden  Schraubenlinien  sind. 


Die  vorstehende  Abhandlung  hat  während  eines  Ferienaufenthaltes 
des  Verfassers  in  dem  gastlichen  Finnland  die  Form  erhalten,  in 
welcher  dieselbe  vorliegt. 

Der  finnländischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  spreche  ich 
für  die  Auszeichnung,  welche  sie  dieser  Arbeit  durch  Aufnahme  der- 
selben in  ihre  Acta  hat  zu  Theil  werden  lassen,  den  gebührenden 
Dank  aus. 


*)  Siehe  S.  161  und  162  dieses  Bandes. 
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Flächenstücke,  welche  kleineren  Flächen- 
inhalt besitzen,  als  alle  benachbarten,  von 
denselben  Randlinien  begrenzten  Flächenstücke. 


Der  Königlichen  Gesellschaft   der  Wissenschaften  zu  Göttingen   vorgelegt   am   2.  Juli   1887. 
Ahhandlungen  der  Königl.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen,  Band  34. 

Die  im  Jahre  1761  von  Lag  ränge  gestellte  Aufgabe,  unter  allen 
von  derselben  ßandlinie  begrenzten  Flächen  diejenige  zu  bestimmen, 
welche  den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzt,  hat  zu  einer  grossen  Zahl 
von  Untersuchungen  Veranlassung  gegeben. 

Den  ersten  Schritt  zur  Lösung  der  genannten  Aufgabe  hat  La- 
grange selbst  gethan,  indem  er  mit  Hülfe  der  von  ihm  begründeten 
Variationsrechnung  feststellte ,  dass  die  gesuchte  Fläche  einer  be- 
stimmten partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen  muss. 

Wie  Meusnier  bemerkte,  ist  diese  Differentialgleichung  analy- 
tischer Ausdruck  der  Bedingung,  dass  die  mittlere  Krümmung 
der  zu  bestimmenden  Fläche  in  jedem  Punkte  derselben  den  Werth 
Null  haben  muss. 

Dem  Sprachgebrauche,  mit  dem  Worte  Minimalfläche  eine 
krumme  Fläche  zu  bezeichnen ,  deren  mittlere  Krümmung  in  jedem 
ihrer  Punkte  gleich  Null  ist,  schliesse  ich  mich  an. 

Das  von  Lagrange  gefundene  Resultat  hat  viele  Jahre  später 
durch  die  Abhandlung  ;,Principia  gener alia  theoriae  figurae  fluidorum 
in  statu  aequilibrii'^ ,  welche  Graus s  im  Jahre  1829  der  hiesigen  Gre- 
sellschaft  der  Wissenschaften  vorgelegt  hat,  eine  wesentliche  Vervoll- 
ständigung erfahren.  In  dieser  Abhandlung  hat  Graus s  zum  ersten 
Male  Variationen  von  Doppelintegralen,    bei  denen  auch  die  Grrenzen 
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als  veränderlich  angesehen  werden,  in  Betracht  gezogen,  hierdurch  für 
die  Untersuchungen  über  Minimalflächen  ein  höchst  wichtiges,  unent- 
behrliches Hülfsmittel  geschaffen  und  alle,  die  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  betreffenden  Fragen,  deren  Beantwortung  nur  die  Unter- 
suchung der  ersten  Variation  des  Flächeninhalts  erfordert,  voll- 
ständig erledigt. 

Mit  der  allgemeinen  Integration  der  von  Lagrange  aufgestellten 
partiellen  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  sowie  mit  der  Auf- 
findung allgemeiner  Eigenschaften  dieser  Flächen  haben  sich  viele 
Mathematiker  beschäftigt;  in  Frankreich  und  Belgien  Monge,  Le- 
gendre,  Ch.  Dupin,  M.  Roberts,  0.  Bonnet,  E.  Lamarle,  in 
Italien  Brioschi,  Beltrami,  Dini,  in  Schweden  und  Norwegen 
E.  Gr.  Björling,  S.  Lie,  in  Deutschland  Minding,  Weingarten, 
Weierstrass,  Riemann. 

Die  beiden  letztgenannten  Mathematiker  haben  auch  die  Aufgabe 
behandelt,  ein  Minimalflächenstück  zu  bestimmen,  dessen  Begrenzung 
von  einer  vorgeschriebenen,  aus  geradlinigen  Strecken  bestehenden 
Randlinie  gebildet  wird.  Für  eine  Reihe  specieller  Fälle  habe  ich 
diese  Aufgabe  vollständig  durchgeführt,  auch  einige  Fälle  behandelt, 
in  welchen  die  Begrenzung  des  zu  bestimmenden  Minimalflächenstückes 
nur  zum  Theil  von  gegebenen  geradlinigen  Strecken ,  zum  andern 
Theile  aber  von  Curvenstrecken  gebildet  wird,  welche  der  Bedingung 
unterworfen  werden,  in  gegebenen  Ebenen  zu  liegen. 

Von  den  Schriftstellern ,  welche  ausser  den  Grenannten  zur  Auf- 
findung specieller  Minimalflächen  und  zur  genaueren  Kenntniss  der 
Eigenschaften  derselben  beigetragen  haben,  erwähneich  hierScherk, 
Catalan,  Enneper,  L.  Kiepert,  L.  Henneberg,  A.  Herzog, 
C.  Schilling,  E.  R.  Neovius. 

In  Folge  eines  von  Gauss  ausgegangenen  Vorschlages  wurde 
von  der  philosophischen  Facultät  der  hiesigen  Universität  für  das 
Jahr  1831  eine  die  Rotationsfläche  kleinsten  Flächeninhalts  betreffende 
Preisaufgabe  gestellt,  für  deren  Bearbeitung  Groldschmidt  den 
ausgesetzten  Preis  erhielt.  In  der  gekrönten  Preisschrift  wird  die 
durch  Rotation  einer  Kettenlinie  um  ihre  Directrix  als  Axe  ent- 
stehende Minimalfläche,  welche  nach  einem  von  Plateau  ausgegan- 
genen Vorschlage  den  Namen  C ateno id  erhalten  hat,  genauer  unter- 
sucht. Insbesondere  wird  die  Frage  erledigt,  welche  Bedingung  er- 
füllt sein  muss,  damit  es  möglich  sei,  durch  zwei  Parallelkreise  einer 
Rotationsfläche  zwei  von  einander  verschiedene  Catenoidje  zu  legen. 
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unter  welchen  Bedingungen  durch  beide  Kreise  nur  ein  Catenoid, 
oder  überhaupt  kein  Catenoid  gelegt  werden  kann.  Auf  diejenigen 
Fragen,  deren  Erörterung  mit  der  Untersuchung  des  Vorzeichens  der 
Werthe  zusammenhängt,  welche  die  zweite  Variation  des  Flächen- 
inhalts einer  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzten  Zone  eines  Catenoids 
annehmen  kann,  geht  Groldschmidt  nicht  ein. 

Durch  die  Untersuchungen,  auf  welche  im  Vorstehenden  hinge- 
wiesen wurde,  hat  indessen  die  Frage  nach  der  kleinsten  Fläche 
—  die  Frage  nämlich,  ob  den  gefundenen  Flächen  wirklich  die  Eigen- 
schaft zukommt,  dass  geeignet  ausgewählte  Stücke  derselben  den 
kleinsten  Flächeninhalt  haben,  sei  es  unter  allen  von  derselben  Rand- 
linie begrenzten  Flächen  stücken  überhaupt,  sei  es  unter  allen  von  der- 
selben Eandlinie  begrenzten  Flächenstücken,  welche  dem  zu  betrach- 
tenden Flächenstücke  unendlich  nahe  liegen  —  eine  erschöpfende 
Beantwortung  nicht  gefunden. 

Der  Grrund  hiervon  liegt  in  dem  Umstände ,  dass  bei  jeder  Auf- 
gabe der  Variationsrechnung  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 
des  betrachteten  Integrals  zwar  ein  nothwendiges  Erforderniss 
ist,  wenn  der  Werth  dieses  Integrals  unter  den  vorgeschriebenen 
Grrenzbedingungen  ein  Minimum  oder  Maximum  sein  soll,  dass  aber 
ausserdem  noch  andere  Bedingungen  erfüllt  werden  müssen,  welche 
bei  den  besprochenen  Untersuchungen  über  Minimalflächen  unberück. 
sichtigt  geblieben  sind. 

Den  ersten  Versuch ,  die  hiernach  in  der  Theorie  der  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts  noch  vorhandene  Lücke  auszufüllen,  hat 
meines  "Wissens  Tedenat  im  Jahre  1816  gemacht,  indem  derselbe 
eine  Untersuchung  über  das  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  eines  Minimalflächenstückes  anstellte,  bei  welcher  ihm 
eine  die  Brachistochrone  betreffende  von  Lagrange  herrührende 
Untersuchung  zum  Vorbilde  diente.  Die  Anwendung  der  von  Te- 
denat aufgestellten  Formel  ist  aber  auf  solche  Minimalflächenstücke 
beschränkt,  für  welche  eine  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  dieses  Flächenstückes  eine  eindeutige  Function  der 
beiden  andern  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  Punktes  ist. 

Später  hat  C 1  e  b  s  c  h  allgemein  die  zweite  Variation  eines  viel- 
fachen Integrals  in  einer  für  die  Beurtheilung  ihres  Vorzeichens  ge- 
eigneten Form  dargestellt,  ohne  jedoch  die  Ergebnisse  seiner  Unter- 
suchung auf  specieUe  Aufgaben  anzuwenden.  (Journal  für  Mathematik, 
Band  56.) 
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Einen  ferneren  Beitrag  zur  Untersuchung  des  Vorzeichens  der 
zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  von  Minimalflächen stücken  lieferte 
Steiner  in  einer  im  Jahre  1840  der  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften gemachten  Mittheilung,  in  welcher  derselbe  aus  seinen  allge- 
meinen Untersuchungen  über  äquidistante  Flächenstücke  die  Folgerung 
zog,  dass  unter  allen  zu  einem  Minimalflächenstücke  äquidistanten 
Flächenstücken  das  Minimalflächenstück  selbst  nicht  den  kleinsten, 
sondern  den  grössten  Flächeninhalt  besitze. 

Von  der  Beschäftigung  Steiners  mit  den  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  gibt  auch  der  in  der  Abhandlung  „Ueber  das  Maximum 
und  Minimum  bei  den  Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Kugelfläche  und 
im  Räume  überhaupt^  im  Jahre  1842  veröffentlichte  Satz  Zeugniss, 
dass  im  Allgemeinen  zwischen  gegebenen  Grenzen  nur  eine  einzige 
Fläche  möglich  sei,  welche  ein  Minimum  von  Flächeninhalt  besitzt. 
(Gesammelte  Werke,  Band  2,  Seite  298.) 

Dieser  Satz  kann  zwar  in  der  Allgemeinheit,  mit  welcher  Steiner 
denselben  ausgesprochen  hat,  nicht  aufrecht  erhalten  werden ;  denn  es 
lassen  sich  Fälle  in  beliebig  grosser  Zahl  angeben,  in  welchen  durch 
dieselbe  Begrenzungslinie  mehr  als  ein  Minimalflächenstück  voll- 
ständig begrenzt  wird,  welches  in  seinem  Innern  von  singulären  Stellen 
frei  ist  und  im  Widerspruch  mit  dem  von  Steiner  ausgesprochenen 
Satze  unter  allen  ihm  hinreichend  nahe  liegenden  und  von  derselben 
Randlinie  begrenzten  Flächen  stücken  wirklich  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzt.  Wenn  aber  zu  dem  Wortlaute  des  von  Steiner  aus- 
gesprochenen Satzes  ausdrücklich  die  Einschränkung  hinzugefügt  wird, 
dass  bei  der  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Systemes  von  recht- 
winkligen Coordinaten  eine  der  drei  Coordinaten  aller  Punkte  jedes 
der  zu  betrachtenden  Flächenstücke  eine  eindeutige  Function  der 
beiden  andern  Coordinaten  derselben  Punkte  ist,  so  bleibt  sowohl  die 
Behauptung  Steiners,  als  auch  der  von  Steiner  angegebene  Be- 
weis derselben  unverändert  bestehen. 

Eine  wesentliche  Förderung  erfuhr  die  Frage  nach  der  kleinsten 
in  vorgeschriebener  Weise  begrenzten  Fläche  durch  Herrn  Lindelöf. 
Derselbe  hat  in  seinem  im  Jahre  1861  erschienenen  Lehrbuche  der 
Variationsrechnung  im  Anschlüsse  an  eine  Untersuchung  über  die 
zweite  Variation  des  Flächeninhalts  von  Zonen  des  Catenoids,  welche 
durch  Parallelkreise  begrenzt  werden,  einige  das  Catenoid  betreffende 
specielle  Lehrsätze  veröffentlicht,  welche  über  die  in  Rede  stehende 
Frage  viel  Licht  verbreiten  und  mir  bei  meinen  eigenen  Arbeiten  über 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlungen.  I.  18 
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Minimalflächen  von  grösstem  Nutzen  gewesen  sind.  Die  Lehrsätze, 
zu  denen  Herr  Lindelöf  gelangte,  ergaben  einerseits  eine  vollstän- 
dige theoretische  Erklärung  für  einige  Versuche,  welche  Plateau 
kurze  Zeit  vorher  über  die  Grrenze  der  Stabilität  flüssiger  Lamellen 
von  specieller  Grestalt  angestellt  hatte,  und  enthielten  andererseits  den 
an  speciellen  Beispielen  geführten  Nachweis,  dass  es  Fälle  gibt,  in 
welchen  ein  Stück  einer  Minimalfläche  nicht  kleineren  Flächeninhalt 
besitzt,  als  alle  ihm  hinreichend  nahe  liegenden  Flächenstücke,  welche 
von  derselben  Randlinie  begrenzt  werden.  Durch  die  von  Herrn 
Lindelöf  angestellte  Untersuchung  war  somit,  obgleich  dieselbe  sich 
nur  auf  eine  specielle  Fläche  bezieht,  thatsächlich  bewiesen,  dass  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation  des  Flächeninhalts  eines  Flächen- 
stückes nicht  ausreicht,  um  den  Schluss  zu  gestatten,  dieses  Flächen- 
stück besitze  unter  allen  ihm  hinreichend  nahe  kommenden ,  von  der- 
selben Randlinie  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt, 
dass  vielmehr  das  Eintreten  des  Minimums  noch  von  dem  Erfülltsein 
anderer  Bedingungen  abhängig  sein  müsse. 

Die  analoge  Frage  bezüglich  der  kürzesten  Linien  auf  krummen 
Flächen  hatte  J  a  c  o  b  i  durch  die  Betrachtung  unendlich  benachbarter 
geodätischer  Linien  und  der  Schnittpunkte  derselben  mit  einander  zur 
Entscheidung  gebracht.  Es  war  daher  zu  erwarten,  dass  die  Ent- 
scheidung der  gestellten  Frage  für  ein  bestimmtes  Minimalflächenstück 
durch  die  Betrachtung  eines  geeignet  auszuwählenden  Minimalflächen- 
stückes  würde  gewonnen  werden  können,  welches  dem  zu  unter- 
suchenden unendlich  benachbart  ist.  Diesen  Gedanken  hatte  bereits 
Clebsch  in  allgemeinerer  Fassung  in  einer  im  Jahre  1858  veröfi'ent- 
lichten  Abhandlung  „lieber  die  Reduction  der  zweiten  Variation  auf 
ihre  einfachste  Form"  (Journal  für  Mathematik,  Band  55,  Seite  273) 
ausgesprochen. 

In  einer  Abhandlung  „Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Va- 
riation des  Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  Allgemeinen 
und  von  Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen'^*),  habe  ich 
versucht,  die  Frage,  innerhalb  welcher  Grrenzen  einem  Stücke  einer 
gegebenen  Minimalfläche  die  Eigenschaft  des  Minimums  des  Flächen- 
inhalts wirklich  zukomme,  auf  Grrund  einer  Untersuchung  der  zweiten 
Variation  des  Flächeninhalts  eines  Minimalflächenstückes,  dessen  Rand- 
linie bei  der  Variation  als  unveränderlich  betrachtet  wird,    zu  beant- 

*)  Siehe  S.  151—167  dieses  Bandes. 
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Worten.  Die  Ergebnisse,  zu  welchen  die  in  dieser  Abhandlung  mit- 
getheilte  Untersuchung  geführt  hat,  sind  richtig ;  aber  der  Beweis  der 
Richtigkeit,  insbesondere  der  Nachweis,  dass  durch  die  in  dieser  Ab- 
handlung angegebenen  Kriterien  die  Entscheidung  darüber,  ob  für  ein 
bestimmtes  Minimalflächenstück  bei  unverändert  gelassener  Randlinie 
ein  Minimum  des  Flächeninhalts  eintrete,  oder  nicht,  in  allen  Fällen 
getroffen  werden  könne,  in  welchen  zu  dieser  Entscheidung  schliess- 
lich die  Betrachtung  der  zweiten  Variation  des  Flächeninhalts  aus- 
reicht, bedurfte  einer  ziemlich  umfangreichen  Umarbeitung. 

Ein  Theil  der  der  Variationsrechnung  eigenthümlichen  Beweis- 
methoden hat  nämlich,  soweit  diese  Beweismethoden  bis  vor  etwa  zehn 
Jahren  Gemeingut  der  Mathematiker  waren,  durch  eine  von  Herrn 
Weierstrass  herrührende  principielle  Einwendung  ihre  vermeint- 
liche Beweiskraft  eingebüsst,  so  dass  es  sich  als  unumgänglich  noth- 
wendig  herausgestellt  hat ,  nach  Aufstellung  eines  vollständigen  Sy- 
stemes  von  Bedingungen,  deren  Erfülltsein  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  nothwendig  ist  und  hinreicht,  einige  Haupt- 
lehrsätze der  Variationsrechnung  in  neuer,  einwurfsfreier  Weise  zu 
begründen. 

Dass  und  wie  dies  geschehen  könne ,  hat  Herr  Weierstrass 
für  eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  der  Variationsrechnung  in  seinen 
Vorlesungen  auseinandergesetzt  und  dadurch  einen  Weg  gezeigt,  auf 
welchem  man,  wie  ^u  hoffen  ist,  dahin  gelangen  wird,  für  alle  Pro- 
bleme der  Variationsrechnung  die  bisher  gebräuchlichen  nicht  voll- 
kommen befriedigenden  Methoden  durch  andere,  einwurfsfreie  zu  er- 
setzen. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Erfüllung  derselben  Forde- 
rang  für  die  hier  in  Betracht  kommende  Frage  der  Flächen  kleinsten 
Flächeninhalts  entgegenstellten,  schienen  über  Erwarten  gross  zu  sein. 
Ueberdies  handelte  es  sich  darum,  einige  allgemeine  Lehrsätze  über 
particuläre  Integrale  einer  gewissen  Art  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  von  der  früher  nur  ganz 
specielle  Fälle  eingehend  untersucht  worden  waren,  aufzustellen  und 
zu  beweisen. 

In  einer  Abhandlung  ,, Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächen- 
inhalts betreffendes  Problem  der  Variationsrechnung"  *),  habe  ich  die- 
jenigen Untersuchungen  zusammengestellt ,  welche  schliesslich  zur 
Ueberwindung  dieser  Schwierigkeiten  geführt  haben. 

*)  Siehe  S.  223— 2G9  dieses  Bandes. 

18* 
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Ein  Hauptergebniss  dieser  TJntersucliimgen  besteht  darin,  dass  die 
Entscheidung  über  die  Frage,  ob  ein  bestimmtes  Minimalfläehenstück 
kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  alle  demselben  benachbarten,  von 
derselben  Randlinie  begrenzten  Flächenstücke,  oder  nicht,  —  wenn  von 
einem  G-renzfalle ,  dessen  Eintreten  eine  besondere  Untersuchung  er- 
fordert, abgesehen  wird,  —  stets  von  einem  passend  zu  wählenden 
particulären  Integrale  einer  bestimmten  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  abhängig  gemacht  wird. 

Für  die  Auffindung  eines  solchen  particulären  Integrals  lässt 
sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  wohl  aufstellen;  dagegen  lassen  sich 
specielle  particuläre  Integrale  dieser  Differentialgleichung  in  beliebig 
grosser  Zahl  angeben,  mit  deren  Hülfe  die  Entscheidung  in  unendlich 
vielen  speciellen  Fällen  durchgeführt  werden  kann. 


Die  nachfolgende  Abhandlung  hat  zum  Gregenstande  die  Unter- 
suchung specieller  zweifach  zusammenhängender  Minimalflächenstücke 
M  ,  deren  Begrenzung  gebildet  wird  von  zwei  regelmässigen  Poly- 
gonen mit  je  einem  Umlauf,  mit  gleich  langen  geradlinigen  Seiten 
und  gleich  grosser  Seitenzahl.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  diese  Poly- 
gone in  parallelen  Ebenen  liegen  und  zu  einander  eine  solche  Lage 
haben,  dass  die  geradlinigen  Strecken,  welche  entsprechende  Ecken 
beider  Polygone  verbinden,  auf  den  Ebenen  derselben  senkrecht  stehen. 
Die  Seitenzahl  dieser  Polygone  werde  mit  n,  die  Grrösse  —  werde 
mit  a,  die  Länge  des  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises  mit  L,  die 
Hälfte  des  Abstandes  der  Ebenen  beider  Polygone  werde  mit  H  be- 
zeichnet. Die  zu  untersuchenden  Minimalflächenstücke  werden  in  ihrem 
Innern  als  von  singulären  Stellen  frei  vorausgesetzt.  Ferner  wird 
von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  die  n+l  Symmetrieebenen 
der  Begrenzung  der  Minimalflächenstücke  M*  zugleich  Symmetrie- 
ebenen dieser  Minimalflächenstücke  selbst  sind. 

Nächst  der  analytischen  Bestimmung  der  Minimalflächenstücke  M* 

und   der  Untersuchung   der  Gestalt   derselben   bestehen  die  Aufgaben 

der   nachfolgenden  Untersuchung   in   der  Ermittelung  des  Intervalles, 

jj 

auf  welches  die  Veränderlichkeit  des  Verhältnisses  -y-  beschränkt  ist, 
in  der  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  von  einander  verschiedene 
Minimalflächenstücke  M*  bei  gegebenen  Werthen  der  drei  Grrössen 
n,  L  und  H  existiren,  endlich  in  der  Ermittelung  derjenigen  Minimal- 
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flächenstücke  M*,  welche  unter  a  1 1  e  n  •  benachbarten  von  denselben 
Randlinien  begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt  be- 
sitzen. 

Eine  vollständige  Lösung  der  vorstehenden  Aufgaben  ist  meines 
Wissens  bisher  noch  für  keinen  endlichen  Werth  der  Zahl  n  gegeben 
worden.  Für  den  Grenzfall  w  =  oo  ergibt  sich  der  von  Grold- 
schmidt  und  von  Herrn  Lindelöf  untersuchte  Fall. 

Untersuchungen,  welche  sich  auf  einen  The il  der  gestellten  Auf- 
gaben beziehen ,  sind  für  die  Fälle  w  =  3  und  w  =  4  in  dem  Nach- 
trage zu  der  Schrift  des  Verfassers  „Bestimmung  einer  speciellen 
Minimalfläche"*)  enthalten.  Eines  der  Hauptergebnisse  dieser  Unter- 
suchung besteht  darin,  dass  die  Grleichung  derjenigen  Minimalflächen, 
von  welchen  die  Flächenstücke  M*  Theile  sind,  für  die  Fälle  w  =  3 
und  w  =  4  rational  durch  elliptische  Functionen  der  Coordinaten  aus- 
gedrückt werden  können.  Die  wirkliche  Aufstellung  dieser  Gleichung 
ist  für  den  Fall  w  =  4  in  dem  Aufsatze  des  Verfassers  „Fortge- 
setzte Untersuchungen  über  specielle  Minimalflächen"**)  enthalten. 

Ein  aus  dem  Nachlasse  Riemann's  herrührendes  Fragment  „Bei- 
spiele von  Flächen  kleinsten  Inhalts  bei  gegebener  Begrenzung"  (Ge- 
sammelte Werke,  Seite  417 — 426)  durch  dessen  Bearbeitung  der  Her- 
ausgeber der  Riemann sehen  Werke,  Herr  H.  Weber,  sich  An- 
spruch auf  den  Dank  der  Mathematiker  erworben  hat,  handelt  eben- 
falls von  zweifach  zusammenhängenden  Minimalflächenstücken,  welche 
bei  angemessener  Specialisirung  in  die  vorhin  charakterisirten  Minimal- 
flächenstücke M*  übergehen.  Eine  am  Schlüsse  der  Bearbeitung  dieses 
Fragmentes  für  den  Fall  w  =  3  von  Herrn  H.  Web  er  ausgesprochene 
Vermutlmng  findet  durch  eine  im  Nachfolgenden  mitzutheilende  all- 
gemeinere Untersuchung  ihre  Bestätigung. 

1. 
Analytische  Bestimmung  der  Minimalflächenstücke  M  • 

Diejenige  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  jede  der  beiden  Randlinien 
eines  der  zu  betrachtenden  Minimalflächenstücke  M*  zu  der  anderen 
Randlinie  desselben  symmetrische  Lage  hat,  werde  zur  Ebene  ^  =  0, 
die  Gerade ,  welche  die  Mittelpunkte  beider  n  -  seitigen  Polygone  ent- 


*)  Siehe  S.  97—99,  105  und  106  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  126—148  dieses  Bandes. 


278  Ueber  specielle  zweifach  zusammenhängende    Minimalflächenstücke. 

hält,  werde  zur  ^-Axe  eines  Systems  rechtwinkliger  Punktcoordinaten 
gewählt ,  anf  welches  das  betrachtete  Flächenstück  M*  bezogen  wird. 
Der  Coordinatenanfangspunkt  0  soll  Mittelpunkt  des  Flächen- 
stückes  M*  genannt  werden,  obwohl  diese  Benennung  mit  der  gewöhn- 
lichen Bedeutung  des  Begriffes  eines  Mittelpunktes  nur  für  den  Fall, 
dass  die  Zahl  n  eine  grade  Zahl  ist,  übereinstimmt.  Die  Coordi- 
natenebenen  x  =  0  und  «/  =  0  mögen  so  gewählt  werden,  dass  der 
Mittelpunkt  einer  Seite  eines  der  beiden  das  Flächenstück  M*  be- 
grenzenden Polygone  die  Coordinaten 

X  =  L,        y  =z  0,        ^  =  H 

erhält. 

Von  den  n+1  Symmetrieebenen  des  Flächenstückes  M*  ist  eine, 
nämlich  die  Ebene  ^  =  0,  ausgezeichnet ;  sie  möge  Aequatorebene 
des  Flächenstückes  M    genannt  werden. 

Von  den  übrigen  n  Symmetrieebenen  des  Flächenstückes  M* 
werden  vorzugsweise  die  Ebenen 

y  =z  0    und    X  sina  —  y  cos  a  =  0 
in  Betracht  gezogen. 

Die  Gresammtheit  derjenigen  Punkte  des  Flächenstückes  M*,  deren 
Coordinaten  den  Bedingungen 

O^y^xtgci,        0^^ 

genügen,  bildet  ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück,  welches 
zum  Unterschiede  von  M*  mit  M  bezeichnet  werden  soll. 

Die  Begrenzung  des  Flächenstückes  M  wird  gebildet  von  der  ge- 
radlinigen Strecke 

X  =  L,        O^y^Ltga,        s  =  H 

und  von  drei   krummlinigen  Strecken.     Von  diesen  letzteren  liegt  je 
eine  in  einer  der  drei  Symmetrieebenen 

y  =  0,        0  =  0,        a;  sin  a— •?/ cos  a  =  0. 

Jede  dieser  drei  krummlinigen  Strecken  ist  daher  ein  Theil  einer 
Krümmungslinie  des  Flächenstückes  M*. 

Die  vier  Ecken  des  Flächenstückes  M  mögen  "mit  a,h,  c,  d  be- 
zeichnet werden  und  zwar  bezeichne  a  den  Eckpunkt,  dessen  Coor- 
dinaten 

X  =.  L j        y  =  0,        s  =  H 
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sind,  b  bezeichne  die  auf  der  positiven  Hälfte   der  x-Axe  des  Coordi- 
natensystems  liegende,  c  die  auf  der  Geraden 

xsma  —  ycosa  =  0,         ^  =  0 
liegende  Ecke;  d  bezeichne  den  Eckpunkt,  dessen  Coordinaten 

X  =  L,        y  ==  Liga,        z  =^  H 

sind.     (Fig.  55). 

Fig.  55. 


Die  Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M  wird  hiernach  ge- 
bildet von  einem  Stücke  al>  einer  in  der  Ebene  «/  =  0  liegenden 
Krümmungslinie,  einem  Stücke  hc  einer  in  der  Aequatorebene  g  =  {) 
liegenden  Krümmungslinie,  einem  Stücke  cd  einer  in  der  Ebene 

icsina— 2/ cos«  =  0 
liegenden  Krümmungslinie  und  von  der  geradlinigen  Strecke  d  a.  Die 
letztere  ist,  wie  jede  Gerade  auf  jeder  krummen  Fläche,  ein  Stück 
einer  Asymptotenlinie  des  Flächenstückes  M.  Längs  der  Curven- 
strecke  ah  wird  die  Ebene  y  =  0,  längs  der  Curvenstrecke  hc  wird 
die  Ebene  z  ■=  0,  längs  der  Curvenstrecke  cd  wird  die  Ebene 

X  sin  tt  —  y  cos  a  =  0 
von  dem  Minimalflächenstücke  M  rechtwinklig  getroffen. 

Die  Aufgabe,  das  Minimalflächenstück  aus  den  angegebenen  Eigen- 
schaften analytisch  zu  bestimmen ,  ist  daher  ein  specieller  Fall  der 
allgemeineren  Aufgabe:  Gegeben  ist  eine  z^^aammenllängende  ge- 
schlossene Kette,  deren  Glieder  von  geradlinigen  Strecken,  oder  von 
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Ebenen,  oder  von  geradlinigen  Strecken  und  von  Ebenen  gebildet 
werden  ;  gesucht  wird  ein  einfach  zusammenhängendes,  in  seinem  Innern 
von  singulären  Stellen  freies  Minimalflächenstück,  welches  von  den  ge- 
radlinigen und  von  den  ebenen  Gliedern  der  Kette  begrenzt  wird 
und  die  letzteren  rechtwinklig  triiFt,  *) 

In  dem  vorliegenden  Falle  besteht  die  erwähnte  Kette  aus  einer 
geradlinigen  Strecke  und  drei  Ebenen.  Eine  besonders  einfache  Lö-^ 
sung  der  gestellten  Aufgabe  ergibt  sich  durch  die  Betrachtung  zweier 
conformen  Abbildungen  des  Minimalflächenstückes  M. 

Für  die  Begrenzung  des  Minimalflächenstückes  M*  ist  der  Punkt 
a  ein  sogenannter  Umkehrpunkt  der  Normale,  da  die  geradlinige 
Strecke  da  im  Punkte  a  mit  der  Ebene  y  =  0  einen  rechten  Winkel 
einschliesst  und  die  Ebene  y  =  0  eine  Symmetrieebene  des  Flächen- 
stückes M*  ist. 

Vom  Punkte  a  gehen  ausser  der  die  Strecke  da  enthaltenden 
Geraden  noch  zwei  Asymptotenlinien  des  Flächenstückes  M*  aus,  deren 
Tangenten  im  Punkte  a  mit  dieser  Geraden  und  mit  einander  Winkel 
von  60"  einschliessen.  Die  Punkte  b  und  c  sind  nichtsin guläre  Punkte 
des  Minimalflächenstückes  M  .  In  Folge  dessen  wird  bei  derjenigen 
conformen  Abbildung  des  Minimalflächenstückes  M  auf  eine  Ebene,  bei 
welcher  den  Krümmungslinien  und  den  Asymptotenlinien  des  Minimal- 
flächenstückes gerade  Linien  entsprechen,  dem  Flächenstücke  M  die 
Fläche  eines  Paralleltrapezes  a'  b'  c'  d'  zugeordnet,  dessen  Winkel  a'  V  c\ 
b'  c'  d'  rechte  Winkel  sind.  Die  Seite  a'  b'  dieses  Paralleltrapezes  ist 
daher  der  Seite  d'  c'  parallel ,  der  Winkel  c'  d'  a'  ist  gleich  der  Hälfte 
eines  rechten  Winkels  und   der  Winkel  d'  a' b'  beträgt  135°.  (Fig  56.) 

Fig.  56. 

d'^  d' 


Es  erscheint  zweckmässig ,  bei  der  folgenden  Untersuchung  die 
Bezeichnungsweise  möglichst  beizubehalten,  welche  in  der  Abhandlung 
;,Miscellen  aus   dem  Gebiete  der  Minimalflächen"**)   erklärt  ist,    und 

*)  Siehe  S.  130  dieses  Bandes. 
**)  Siehe  S.  168-189  dieses  Bandes. 
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von  der  ich  bei  früheren  Untersuchungen  über  Miniraalflächen  wieder- 
holt Gebrauch  gemacht  habe.  Demzufolge  werde  die  complexe  Grrösse, 
welche  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  des  Paralleltrapezes  a'  b'  c  d' 
geometrisch  dargestellt  wird,  mit  6  bezeichnet.  Der  Punkt  b'  werde 
zum  Nullpunkte,  die  Richtung  der  Strecke  b'  c'  zur  positiven  Richtung 
der  Axe  des  Reellen  in  der  «J-Ebene  gewählt.  Das  Gebiet  aller  der- 
jenigen "Werthe  der  complexen  Grösse  6,  welche  durch  die  dem  Innern 
und  der  Begrenzung  des  Paralleltrapezes  a'  h'  c'  d'  angehörenden  Punkte 
geometrisch  dargestellt  werden,  werde  mit  }i  bezeichnet.  Die  zu  der 
Grösse  6  conjugirte  complexe  Grösse  werde  mit  6^  bezeichnet.  Der 
Krümmungsradius  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Minimalflächen- 
stückes  M  ,  dessen  Coordinaten  x ^y ^z  sind ,  wird  mit  p,  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  positive  Richtung  der  Normale  des  Flächen- 
stückes  M*  in  diesem  Punkte  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coor- 
dinatenaxen  einschliesst,  werden  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet ;  die  Grössen 
s,  Sj  und  die  Functionen  ^(5),  %^{s^  (siehe  die  Abhandlung  des  Herrn 
Weierstrass  „Untersuchungen  über  die  Flächen,  in  denen  die 
mittlere  Krümmung  überall  gleich  Null  ist^^  Monatsberichte  der  Ber- 
liner Akademie,  Jahrgang  1866,  Seite  618)  sind  durch  die  Gleichungen 


X-fTi  X-Yi 


erklärt.  Es  wird  festgesetzt,  dass  die  positive  Richtung  der  Normale 
des  Minimalflächenstückes  M*  im  Punkte  b  mit  der  positiven  Richtung 
der  ic-Axe  des  Coordinatensystems  übereinstimmen  soll.  Durch  diese 
Festsetzung  ist  die  positive  Richtung  der  Normale  für  alle  Punkte  des 
Minimalflächenstückes  M*  unzweideutig  bestimmt.  Dem  Punkte  b  ent- 
spricht der  Werth  s  ^  1 ,  dem  Punkte  c  der  Werth  s  =  e"',  dem 
Punkte  d  der  Werth  s  =  0.  Dem  Punkte  a  entspricht  ein  zwischen 
0  und  1  liegender  Werth  der  Grösse  5,  welcher  mit  i?  bezeichnet 
werden  möge. 

Die  Bogenzahl  des  Winkels,  welchen  die  positive  Richtung  der 
Normale  des  Minimalflächenstückes  M*  im  Punkte  a  mit  der  negativen 
Richtung  der  ^-Axe  des  Coordinatensystems  einschliesst,  ist  hiernach 
gleich  2  arc  tg  -R. 

Von  dem  Werthe  des  Parameters  iJ  hängt  die  Gestalt  der 
Flächenstücke  M*  hauptsächlich  ab.    Um  daher  einen  Ueberblick  über 
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die  Gesammtheit  der  verschiedenen  Gestalten  zu  gewinnen,  welche  die 
Minimalflächenstücke  M*  für  denselben  Werth  der  ganzen  Zahl  n  an- 
nehmen können,  ist  es  erforderlich,  dem  Parameter  M  alle  Werthe 
des  Intervalles  0  <:  JB  <  1  beizulegen. 

Für  das  in  Betracht  gezogene  Minimalflächenstück  M  hat  die 
Grösse  R  einen  bestimmten  "Werth. 

Den  Punkten  der  Curvenstrecke  ab  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r,  i2<r  =  l. 

Den  Punkten  der  Curvenstrecke  hc  entsprechen  die  Werthe 

s  =  e*',  0<9)^a. 

Den  Punkten  der  Curvenstrecke  cd  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r- e"',      1  >  r  >  0. 
Den  Punkten  der  Geraden  da  entsprechen  die  Werthe 

s  =  r ,  0^r<jR. 

Bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  conformen  Abbil- 
dung des  Minimalflächenstückes  M*  auf  die  Hülfskugel  X^+Y'+Z'  =  1 
entspricht  dem  Minimalflächenstücke  M  die  Fläche  eines  sphärischen 
Dreiecks,  dessen  Ecken  beziehlich  die  Coordinaten 

X  Y       Z 

1,  0,        0, 

cos  a,  sin  a ,     0 , 

0,  0,     -1 

haben.  Der  Fläche  dieses  sphärischen  Dreiecks  entspricht  in  der 
Ebene,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen  Grösse  s  geometrisch 
darstellen,  die  Fläche  eines  Kreissectors 

s  =  re'^\         0  <  r  ^  1 ,         0<(p^a, 

welche   mit   S   bezeichnet   werden   möge.   (Fig.  57.)     Die    den   Ecken 

Fig.  57. 

(c) 
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a,b,c,d  des  Minimalflächenstückes  M  entsprechenden  Punkte  der 
s-Ebene  sind  in  dieser  Figur  beziehlich  mit  (a),  (6),  (c),  (d)  bezeiclinet. 
Die  conforme  Abbildung  der  Fläche  S  des  Kreissectors  in  der 
S-Ebene  auf  die  Fläche  1  des  Paralleltrapezes  a'  h'  c  d'  in  der  ö-Ebene 
wird  vermittelt  durch  die  Function 

Ci  d  log  s 


=    f ^ 


und  zwar  ist  hierbei  der  Wurzelgrösse 

v'(22-"+E") -(«-"+«") 

ihr  Hauptwerth,  der  Constanten  C  ein  positiver  Werth  beizulegen. 

In  Folge  der  zwischen  den  Grrössen  0,s,  %{s)  bestehenden  Ab- 
hängigkeit ergibt  sich  für  die  Function  %{s)  der  Ausdruck 

wobei  der  Wurzelgrösse  ihr  Hauptwerth  beizulegen  ist. 

Da  die  Grösse  C^  einen  reellen  Werth  hat,  so  besteht  für  alle 
dem  Intervalle  jB  <:  s  <:  ij~'  angehörenden  Werthe  der  Grrösse  s  die 
Gleichung  ^,{s)  =  %{s). 

Durch  Abänderung  der  Länge  der  Längeneinheit  für  das  recht- 
winklige Coordinatensystem,  auf  welches  das  Flächenstück  M  bezogen 
wird,  kann  nun  bewirkt  werden,  dass  die  Constante  C  einen  beliebigen 
positiven  Werth  erhält.  Die  Freiheit,  über  den  Werth  dieser  Grösse 
zu  verfügen,  kann  zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  für  die  Function 
^  (s)  benutzt  werden.  Aus  diesem  Grunde  möge  angenommen  werden, 
es  sei  die  Länge  der  Längeneinheit  des  Coordinatensystems  so  gewählt, 
dass  die  Constante  C  den  Werth  \/2  erhält.  Dieser  Annahme  zufolge 
ergibt  sich  für  die  Function  i^(s)  der  Ausdruck 


V/(i2-"+Ä")-(s-+s")' 

mit  der  Bestimmung,   dass  der  Quadratwurzel  ihr  Hauptwerth  beizu- 
legen ist. 

Das  betrachtete  Minimalflächenstück  M  wird  mithin,  wenn  die 
Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  das  Gebiet  S  beschränkt  wird, 
durch  folgende  Formeln  analytisch  dargestellt: 
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Jj,    V(-B""+J«")-(S^+S") 
(A.)         y==mv,        F  =   r     -iis-^  +  s)dlog^_ 

Die   im   Vorhergehenden    erklärten   Grössen   L  und  H  sind   mit 
dem  Parameter  B  durcli  die  G-leichungen 


""H'w 


(r  ^  +  r)dlogr 


(B.) 

jj.  _   r^ 2d\ogr p  2d\ogr 

verbunden;  den  Wurzelgrössen  sind  hierbei  ihre  positiven  "Werthe 
beizulegen.  Zur  Bestimmung  der  in  dem  Ausdrucke  für  die  Grösse 
U  vorkommenden  Constanten  sowie  der  unteren  Grenzen  der  drei 
Integrale ,  durch  deren  reelle  Theile  die  Coordinaten  x,y ,8  eines  be- 
liebigen Punktes  des  Minimalflächenstückes  M  ausgedrückt  werden, 
kann  die  Bemerkung  dienen ,  dass  die  Coordinaten  des  dem  Werthe 
s  =  B  entsprechenden  Punktes  a  des  Flächenstückes  M  beziehlich 
die  Werthe 

X  =  L,        y  =  0,        z  =  H 
haben. 

Bei  angemessener  Ausdehnung  des  Bereiches  der  Veränderlich- 
keit der  complexen  Grösse  5  wird  durch  die  Formeln  (A.)  nicht  allein 
das  Minimalflächen  stück  M,  sondern  auch  das  Minimalflächenstück  M* 
analytisch  dargestellt. 

Es  möge  zunächst  derjenige  Bereich  ins  Auge  gefasst  werden, 
welcher  durch  symmetrische  Wiederholung  des  Bereiches  S  in  Bezug 
auf  die  Axe  des  Reellen  in  der  s-Ebene  entsteht.  Hierbei  soll  ange- 
nommen werden,  dass  dieser  Bereich,  welcher  mit  S^  bezeichnet  werden 
möge ,  mit  dem  Bereiche  S  längs  eines  Theiles  der  Axe  des  Reellen 
der  S-Ebene  und  zwar  längs  der  Strecke  i?  <  s  ^  1,  nicht  aber  längs 
der  Strecke  0<s<;i?  zusammenhänge.  (Fig.  58.) 
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Fig.  68.  (Fig.  57.  ajif  8.  282.) 


{Co 

Die  symmetrisclie  Wiederholung  des  Bereiches  2  in  Bezug  auf 
die  Axe  des  Imaginären  der  ^-Ebene  möge  mit  2Lj  ,  die  symmetrische 
Wiederholung  des  Minimalflächenstückes  M  in  Bezug  auf  die  Ebene 
y  =  0  möge  mit  M^  bezeichnet  werden.  Wird  die  Variabilität  der 
Grösse  s  auf  das  Gebiet  Sj  beschränkt,  so  ist  2,  der  Bereich  der 
complexen  Grösse  0  und  die  Formeln  (A.)  stellen  das  Minimalflächen- 
stück  M,  analytisch  dar,  welches  ein  Theil  des  Minimalflächenstückes 
M*  ist. 

Durch  symmetrische  Wiederholung  des  Gebietes  S  +  S,  in  Bezug 
auf  den  Einheitskreis  der  s  -  Ebene  entsteht  ein  in  der  s  -  Ebene  lie- 
gendes einfach  zusammenhängendes  Gebiet,  welchem  ein  durch  symme- 
trische Wiederholung  des  aus  den  beiden  Minimalflächenstücken  M 
und  Mj  bestehenden  Flächenstückes  in  Bezug  auf  die  Aequatorebene 
£t  =  0  entstehendes  Minimalflächenstück  entspricht. 

Auch  dieses  Minimalflächenstück  ist  ein  Theil  des  Minimalflächen- 
stückes M*.  Auf  diese  Weise  ist  die  Variabilität  der  Grösse  s  =  re'^' 
auf  ein  Gebiet  ausgedehnt  worden ,  welches  charakterisirt  ist  durch 
die  Festsetzung,  dass  die  beiden  reellen  veränderlichen  Grössen  r  und 
(p  unabhängig  von  einander  alle  den  Intervallen 

O^r<-foo,         — a<9J^a. 

angehörende  Werthe  annehmen  sollen ,  jedoch  mit  Ausschluss  derje- 
nigen Werthepaare ,  für  welche  entweder  cp  =  0  und  0  <  r  <;  E 
oder  (p  =  0  und  B~^  <  r  <  oo  ist. 

Es  liegt  nun  nahe,  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse 
s  =  re*"  auf  ein  Gebiet  S*  auszudehnen,  welches  in  seinem  Innern 
und  auf  seiner  Begrenzung  alle  reellen  und  complexen  Werthe  ent- 
hält.    Hierbei  wird  Folgendes  festgesetzt:  Dem  Innern  des  Bereiches 
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S*  sollen  angehören  alle  diejenigen  reellen  und  complexen  Werthe 
der  Grrösse  s,  für  welche  der  "Wertli  der  Function 

nicht  negativ  ist. 

Die  Gesammtheit  der  Werthe,  für  welche  die  angegebene  Function 
negative  Werthe  hat,  mit  andern  Worten,  die  Gresammtheit  der 
Werthe  der  Grösse  s,  für  welche  5"  positiv  und  kleiner  als  B",  oder 
positiv  und  grösser  als  JJ""  ist,  bildet  die  Begrenzung  des  Be- 
reiches S*.  Wenn  es  darauf  ankommt,  bei  der  Bezeichnung  des  Be- 
reiches S*  zugleich  den  Werth  des  Parameters  R  anzugeben,  auf 
welchen  dieser  Bereich  sich  bezieht,  so  wird  der  Werth  des  Para- 
meters R  in  Klammern  zu  dem  Zeichen  S*  hinzugefügt  werden,  so 
dass  S*(2?j,)  den  zu  dem  Werthe  R  =  B^  gehörenden  Bereich  S  be- 
zeichnet. Der  Bereich  S*  kann  durch  eine  die  s-Ebene  überall  lücken- 
los und  einfach  bedeckende ,  zweifach  zusammenhängende  E,  i  e  m  a  n  n- 
sche  Fläche  geometrisch  dargestellt  werden.  Die  den  Bereich  S* 
geometrisch  darstellende  einblättrige  Fläche  unterscheidet  sich  von  der 
schlichten  s-Ebene  durch  2n  geradlinige  Schnitte,  von  welchem  die 
eine  Hälfte  den  Punkt  s  =  0  mit  den  Punkten,  für  welche  s"  =  e" 
ist,  verbindet;  die  übrigen  n  geradlinigen  Schnitte  erstrecken  sich 
von  den  Punkten  aus,  für  welche  s"  =  iJ~"  ist,  bis  ins  Unendliche, 
während  die  Rückwärtsverlängerungen  derselben  durch  den  Null-Punkt 
hindurchgehen.  Wird  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  s 
auf  das  Gebiet  S*  ausgedehnt,  mit  der  Festsetzung,  dass  die  Grösse 
s  die  Begrenzung  des  Bereiches  S*  nicht  überschreiten  darf,  so  stellen 
die  Gleichungen  (A.),  vorausgesetzt,  dass  der  Wurzelgrösse 

\/(iE""+B")-(s~"  +  s") 

ihr  Hauptwerth  beigelegt  wird,  das  Minimalflächenstück  M*  in  der 
Weise  analytisch  dar,  dass  jedem  dem  Innern  des  Bereiches  S*  ange- 
hörenden Werthe  der  complexen  Grösse  s  ein  und  nur  ein  dem  Innern 
des  Minimalflächenstückes  M*  angehörender  Punkt  zugeordnet  wird 
und  umgekehrt.  Wird  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  den 
innerhalb  des  Einheitskreises  der  5-Ebene  liegenden  Theil  des  Gebietes 
S*  beschränkt,  so  stellen  die  Gleichungen  (A.)  die  auf  der  positiven 
Seite  der  Aequatorebene  si  =  0  liegende  Hälfte  des  Minimalflächen- 
stückes M  analytisch  dar.  Die  dem  Einheitskreise  der  s-Ebene  ent- 
sprechende in  der  Ebene  ^  =  0  liegende  krumme  Linie,  durch  welche 
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das  Minimalfläclienstück  M*  in  zwei  zu  einander  symmetrische  Theüe 
getheUt  wird,  soll Aequator  des Flächenstückes M  genannt  werden. 
Die  vorhin  betrachtete  Curvenstrecke  hc  ist  ein  Theil  dieses  Aeqnators. 
Bemerkung.  Bei  den  vorstehenden  Entwickelungen  ist  voraus- 
gesetzt worden ,  dass  die  Zahl  n  einen  ganzzahligen  positiven  Werth 
habe,  der  grösser  als  2  ist.  Diese  Voraussetzung  kann  nachträglich 
abgeändert  werden,  z.  B.  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf 
den  Bereich  S  beschränkt  und  die  Festsetzung  getroffen  wird,  dass, 
während  der  Grrösse  n  nur  reelle  Werthe  beigelegt  werden,  die  grösser 
als  2  sind,  den  Potenzen  s"  und  s~"  ihr  Hauptwerth  beigelegt  werden 
soll.  Denn  unter  diesen  Voraussetzungen  behalten  die  Grleichungen 
(A.)  auch  für  andere  Werthe  des  Exponenten  w,  als  ganzzalilige,  eine 
bestimmte  Bedeutung  und  es  werden  durch  dieselben  bestimmte  Mi- 
nimalflächenstücke  analytisch  dargestellt. 

2. 

Einführung  der  Grössen  33',  33",  ©,2:,  91',  9?". 
Es  ist  zweckmässig,  ausser  den  bestimmten  Integralen,  welche  im 
Vorhergehenden  mit  L  und  H  bezeichnet  worden  sind ,  noch  vier  an- 
dere zu  betrachten,  welche  durch  folgende  Gleichungen  erklärt  werden. 


(C.) 


^    r^        {r-'~r)d\ogr  ^„  ^   r' _(r-'-r)d log r 


^  _   r«  2cosxdx     _^         ^  _  r    _2sinyc?x 

^     V'iT" +  ü;"-2  cos  wx'  Jq     S/R'^  +  R'-^fiOSfix 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Werthe  dieser  bestimmten  Inte- 
grale (vergl.  die  Figur  auf  S.  288)  ist  folgende: 
Die  Coordinaten  des  Punktes  b  sind 

X  =  L-^',  y  =  0,        ^  =  0. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  c  sind 

X  =  L-^"cosa,        y  =  <B,        ^  =  0. 

Zwischen   den  Grössen  33',  ©",  © ,  X ,  X  bestehen  die  Gleichungen 

(D.)  83'+ X  =  33"  cos  a,         ©  +  83"  sin«  =  itg«. 

Diese  Gleichungen  sind  der  analytische  Ausdruck  der  Bedingung 
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dafür,  dass  die  Coordinaten  x  und  y  ihre  Werthe  nicht  ändern,  wenn 
die  Variable  s  von  einem  der  Begrenzung  des  Bereiches  S  angehö- 
renden "Werthe  s^  ausgehend  die  ganze  Begrenzung  des  Bereiches  S 
durchläuft  und  in  den  "Werth  s^  zurückkehrt. 

Die  Grössen  L ,  JET,  33',  S",  © ,  %  sind  analytische  Functionen  des 
Parameters  i?,  eindeutig  erklärt  mit  dem  Charakter  ganzer  Functionen 
für  alle  dem  Innern  des  Intervalles 

0<JR<cl 


angehörenden  Werthe  desselben, 

Fig.  59     stellt    unter    Zugrundelegung     der    Annahme, 


dass    der 


Fig.  59. 


ganzen  Zahl  n  der  Werth  4,  dem  Pal-ameter  R  der  Werth 


vTs. 


v/2 


bei- 


gelegt wird,  in  den  Flächenstücken  Q  und  Q,  die  orthographischen 
Projectionen  der  beiden  Minimalflächenstücke  M  und  M^  auf  die  Aequa- 
torebene  z  =  ^  dar.  0  bezeichnet  den  Mittelpunkt  des  Minimal- 
flächenstückes  M*. 

Die  Curvenstrecke  c^c  stellt  einen  Theil  des  Aequators,  die 
Punkte  a",  d",  ^[  stellen  die  orthographischen  Projectionen  der  Punkte 
a,  d^  d^  auf  die  Aequatorebene  dar.  Unter  derselben  die  Zahl  n  und 
den  Werth  des  Parameters  R  betreffenden  Annahme,  welche  zu  der 
in   der  mehrfach   angeführten  Schrift    „Bestimmung    einer   speciellen 
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Minimalfläche"*)   beschriebenen  Minimalfläche  führt,   ist  auch   die  in 
Fig.  60  dargestellte  Skizze  entworfen. 

Fig.  60.  (Fig.  55.  anf  S.  279.) 


Es  soll  zunächst  bewiesen  werden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 
-^  beständig  zunimmt,  wenn  der  Parameter  JR  zunimmt,  und  dass  die 
Grösse  ^^^r  alleWerthe  von  0  bis  oo  durchläuft,  wenn  dem  Parameter 
B  alle  Werthe  von  0  bis  1  beigelegt  werden.  Die  Richtigkeit  des 
ersten  Theiles  der  vorstehenden  Behauptung  ergibt  sich  daraus,  dass 

der  Ausdruck 

d    /@ 


^    dB\f8''J 


durch  das  Doppelintegral 

(E.) 


-/'/' 


de_^d^  _ 
"^  dB     ^  dB    ~ 

n {iC—B")  ir~^—  r)  cos  %  (»""""  + »""  +  2  cos  nx)  d  log  r  dx 


■2cosw;|r)* 


darstellbar  ist,  dessen  Elemente  sämmtlich  positiv  sind ;  es  nimmt  also 
der  Werth  des  Quotienten  -^  stets  gleichzeitig  mit  dem  "Werthe  des 
Parameters  B  zu  und  ab.  Die  Richtigkeit  des  zweiten  Theiles  der 
aufgestellten  Behauptung  ergibt  sich  aus  den  Grenzwerthen 


lim     ^  =  0, 


lim 
(Ä=i) 


*)  Siehe  S.  88—91  und  S.  98—99  dieses  Bandes. 

Schwarz,  Gosammelte  Abhandlungen.  I. 
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In  Folge  der  Grleichung 

©  +  93"  sin a  =  Liga 

ändert  sich,    wenn  R  beständig  zunehmend  alle  Werthe  von  0  bis  1 

•.  .  .  ® 

durchläuft,    auch   der   Werth  jedes    der  beiden   Quotienten   -y-  und 

93"  .  .  .  ©        ^ 

-y-  stets  in  demselben  Sinne ;  der  Werth  des  Quotienten  -^=r-  nimmt  be- 

ständig  zu  und   zwar  von  0  bis  tg  « ;    der  Werth  des  Quotienten  — - 

L 
nimmt  beständig  ab,  und  zwar  von  sec«  bis  zu  0. 

Eine  ganz  analoge  Betrachtung  lässt  sich  für  den  Werth  des 
Quotienten  -^^7^  anstellen.  Der  Werth  desselben  nimmt,  wenn  R  be- 
ständig  zunehmend  alle  dem  Intervalle 

O^R^l 
angehörenden  Werthe   durchläuft,  beständig  zu,    und    zwar  von  Null 
bis  zu  einer  gewissen  durch  die  Grleichung 

g  I  \-       ■r)dlogr   _  f"  sinxdx 


r  (r-'-r)dlogr   _    r"_^ 
J.    "  7^»+7i»       ""/     sin 


sini^nx) 

bestimmten  Grösse  g.    In  Folge  der  Grleichung 

93'+ 3:  =  93"  cos« 

93' 
nimmt  der  Werth  des  Quotienten  -^  hierbei   beständig  ab  und  zwar 

von  dem  Werthe  cos  a  bis  zu  dem  Werthe  cos  a—g. 
Hieraus  folgt,  dass  auch  der  Werth  des  Quotienten 


hierbei  beständig  abnimmt,   weil  jeder   der  beiden  Factoren  -^^,  -y- 

93'      .  Kj       L 

diese   Eigenschaft   hat.     Der   Quotient   -=-  nimmt    hierbei    alle    dem 

Jb 

Intervalle  von  1  bis  0  angehörenden  Werthe  an. 

Wenn  die  Abstände  der  Punkte  b  und  c  des  Minimalflächen- 
stückes  M  vom  Mittelpunkte  desselben  mit  fH'  und  'iH"  bezeichnet 
werden,  so  bestehen  die  Grleichungen 

(F.)     91'  =  X-93'  =  ©cotga  +  S,       «R"=  iseca-93"  =  (Scoseca, 

und  es  lässt  sich  als  ein  Ergebniss  der  vorhergehenden  Untersuchung 
der  Satz  aussprechen: 

Wenn  der  Parameter  R  stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  Inter- 


üeber  specielle  zweifach  zusammenhängende  Minimalflächenstücke.         291 
valles  0  <  12  <  1  durchläuft,  so  durchlaufen  auch  die  Quotienten 

L  '         L  sec  a  ' 

ebenfalls  stetig  zunehmend  alle  Werthe  desselben  Intervalles. 


Untersuchung    der    durch    die   Functionen    U,   V,   W  ver- 
mittelten conformen  Abbildungen  des  Grebietes  S. 

Die  durch  die  (xleichungen  (A.)  erklärten  Functionen  U,  V,  W 
des  complexen  Argumentes  s  vermitteln  drei  conforme  Abbildungen 
des  Gebietes  S,  zu  deren  Veranschaulichung  die  in  den  Figuren  61, 
62  und  63    dargestellten  Skizzen   dienen   können.     In  diesen  Skizzen 


Fig. 


Fig.  63. 


Liga 


bezeichnen  U ,  V ,  W  die  durch  die  Functionen  U,  V,  W  vermittelten 

19* 
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conformen  Abbildungen  des  Bereiches  S ,  beziehungsweise  des  Flächen- 
stückes  M,  dagegen  U, ,  V, ,  W,  die  durch  dieselben  Functionen  ver- 
mittelten conformen  Abbildungen  des  Bereiches  Sj ,  beziehungsweise 
des  Flächenstückes  Mj.  Die  den  Punkten  a,  b,  c,  d  des  Flächenstückes 
M  bei  diesen  drei  Abbildungen  entsprechenden  Punkte  sind  mit 
(a),  (&),  (c),  (d)  bezeichnet. 

Von  den  drei  G-ebieten  U,  V,  W  enthält  keines  in  seinem  Innern 
einen  singulären  Punkt.  Aus  der  Gestalt  der  Begrenzungslinie  des 
Gebietes  W  ergibt  sich,  dass  der  Werth  der  Coordinate  js  für  jeden 
Punkt  des  Flächenstückes  M  dem  Intervalle  O^e'^H  angehört,  und 
den  Werth  H  nur  für  die  der  geradlinigen  Strecke  da  angehörenden 
Punkte  annimmt.  Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  alle  Punkte  des  Mini- 
malflächenstückes  M*,  welche  keiner  der  beiden  Begrenzungslinien 
desselben  angehören ,  zwischen  den  beiden  Ebenen  z  ^  —H  und 
z  =  +  H  liegen. 

Diese  Skizzen  sind  unter  Zugrundelegung  derselben  Annahme 
entworfen,  wie  die  in  den  Figuren  55,  59,  60  auf  den  Seiten  279,  288, 
289  dargestellten  Skizzen.  Auf  Grund  der  in  der  Schrift  „Bestimmung 
einer  speciellen  Minimalfläche"*)  angegebenen  Rechnungsergebnisse 
haben  sich  für  die  Grössen  L,  H,  33',  93",  @,  %,  W,  Üi"  folgende  Werthe 
ergeben : 

L  =  0,7624,  H=  0,5391,  «8'  =  0,2284,  93"=  0,5391,  ^  _  .  q^qk 
©  =  0,3812,    X=  0,1528,    üi'  =  0,5340,    9i"=  0,5391,     W~    ' 

Die  Strecke  (d)(a)  in  der  Figur  61  hat  die  Länge  0,5960, 
,  (a)(6)  „  „  „  62  ,  „  „  0,6960, 
,        (&)(c)    „     „        „      63     „      ,        „       0,4214. 

Die  krummlinigen  Theile  der  Begrenzungen  der  Bereiche  U  und 
V  sind  zu  einander  symmetrisch.  Diese  Eigenschaft  besteht,  wenn 
der  Zahl  n  der  Werth  4  beigelegt  wird ,  für  jeden  Werth  des  Para- 
meters B.  Für  andere  Werthe  der  Zahl  n  sind  diese  Curven,  wie 
eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  symmetrisch  -  affin. 

Der  Krümmungsradius  der  krummlinigen  Theile  der  Begrenzungen 
der  Bereiche  U  und  V  in  den  dem  Punkte  c  entsprechenden  Punkten 
hat  die  Grösse  i  \/2  =  0,3536. 

Die  Figuren  55,  59,  61,  62,  63  beziehen  sich  auf  dieselbe  Längen- 
einheit.    Nach  einem  von  Riemann  herrührenden  Lehrsatze  beträgt 


")  Siehe  S.  88  und  S.  1J5  dieses  Bandes. 


lieber  specielle  zweifach  zusammenhängende  Minimalflächenstücke.         293 

der  Flächeninhalt  des  Flächenstückes  M  die  Hälfte   der  Summe   der 
Flächeninhalte  der  Bereiche  ü,  V,  W. 

4. 
Herleitung  eines  Hülfssatzes. 

Es  mögen  s ,  s^  zwei  complexe  veränderliche  Grössen ,  denen  nur 
conjugirte  Werthe  beigelegt  werden  sollen,  f{s),  F(s,)  zwei  analytische 
Functionen  derselben ,  x,  y  zwei  reelle  veränderliche  Grössen  bezeich- 
nen. Es  wird  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  Grössen  s,  Sj,  x,  y  die 
Gleichung 

x  +  yi  =  f{s)  +  F(s,) 
bestehe. 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Grössen  s ,  s^, 
x  +  yi  ergibt  sich  im  Allgemeinen  eine  punktweise  Beziehung  derje- 
nigen Bereiche  auf  einander,  deren  Punkte  die  Werthe  der  complexen 
Grössen  s,  s^,  x  +  yi  geometrisch  darstellen.  Diese  drei  Bereiche  mögen 
beziehlich  mit  S,  Sj,  Q  bezeichnet  werden. 

Die  Beziehung  des  Bereiches  Q  auf  den  Bereich  S  ist  nur  dann 
eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche,  wenn  sich  entweder  die  Function 
i^(Sj),  oder  die  Function  f{s)  auf  eine  Constante  reducirt.  Jenachdem 
der  erste  oder  der  zweite  dieser  beiden  Fälle  eintritt,  ist  die  conforme 
Abbildung  eine  in  den  kleinsten  Theilen  gleichstimmig  oder  ungleich- 
stimmig ähnliche. 

Die  durch  die  angegebene  Gleichung  vermittelte  Beziehung  zwi- 
schen den  betrachteten  drei  Bereichen  kann,  auch  wenn  keine  der 
beiden  Functionen  F(s^),  f{s)  sich  auf  eine  Constante  reducirt,  in  ähn- 
licher Weise  durch  Zuhülfenahme  von  Hülfsvorstellungen  der  An- 
schauung näher  gebracht  werden ,  wie  dies  im  Falle  der  durch  eine 
Function  complexen  Argumentes  vermittelten  conformen  Abbildung 
geschieht. 

An  die  Stelle  der  Aehnlichkeit  tritt  hierbei  Affinität  der 
kleinsten  Theile  der  auf  einander  bezogenen  zweidimensionalen  Gebiete. 

Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise  eine  gewisse  Verallgemeinerung 
des  Begriffes  derjenigen  Riemann sehen  Flächen,  durch  welche  con- 
forme Abbildungen  zweidimensionaler  Bereiche  auf  einander  veran- 
schaulicht werden.  Während  bei  diesen  letzteren  die  Singularitäten 
vorzugsweise  in  dem  Auftreten  von  Windungspunkten  bestehen, 
können  bei  den  hier  zu  betrachtenden  Flächengebilden  auch  Umfal- 
tungen  auftreten. 
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Wenn  die  Betrachtung  auf  den  Fall  beschränkt  wird,  in  welchem 
die  beiden  Functionen  f{s)  und  F(s^)  innerhalb  der  Gebiete  S ,  Sj  den 
Charakter  ganzer  Functionen  besitzen,  so  sind  nur  diejenigen  Stellen 
als  singulare  zu  bezeichnen,  für  welche  die  Beziehung 

I  ris)  I  =  I  F'{s,)  I 

besteht.     Hierbei  wird  an   der  Voraussetzung  festgehalten,   dass  die 

Grössen  s,  s^  nur  conjugirte  Werthe  annehmen  sollen. 

Der  Fall,   in  welchem  die  vorstehende  Gleichung  für   alle  Paare 

zusammengehörender  "Werthe   der  Grössen   s ,  s^    erfüllt  ist ,    kann  als 

Ausnahmefall  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden.     In  diesem 

Falle   ergibt   sich   nämlich,   wenn  mit  F^{s)  die   zu  der  Grösse  F{s^) 

F'(s) 
conjugirte  complexe  Grösse  bezeichnet  wird,  dass  der  Quotient      ,'  .^ 

für  alle  Werthe  des  Argumentes  s  den  absoluten  Betrag  1  hat ,  sich 
demnach  auf  eine  Constante  e^^'  reducirt. 

In  Folge  dieser  zwischen  den  Functionen  f'{s)  und  F[  (s)  beste- 
henden Beziehung  ergibt  sich  die  Gleichung 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet.  Es  ergibt  sich  dann,  wenn  mit 
fi{s^) ,  C[  die  zu  den  Grössen  f{s),  C  conjugirten  complexen  Grössen 
bezeichnet  werden,  dass  die  Gleichung  besteht 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  da  die  Klammergrösse  für  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Werthepaare  s,  s^  reelle  Werthe  hat,  dass  das  den 
zweidimensionalen  Gebieten  S ,  S^  entsprechende  Gebiet  Q  nur  ein 
eindimensionales  ist  und  sich  auf  eine  geradlinige  Strecke  reducirt. 
Wenn  also  von  diesem  Falle  als  einem  Ausnahmefalle  abgesehen  wird, 
so  ist  die  Gleichung 

I  f\s)  I  =  I  F'{s,)  I 

innerhalb  des  betrachteten  Gebietes  mit  Einschluss  der  Begrenzung 
desselben  nur  in  einzelnen  Punkten  oder  längs  einzelner  Linien  erfüllt. 
Jeder  im  Innern  des  Gebietes  S  liegenden  Linie ,  längs  welcher 
diese  Gleichung  erfüllt  ist,  entspricht  die  Rückkehrcurve  einer  Falte 
des  Gebietes  Q,  d.  h.  einer  Linie,  längs  welcher  zwei  übereinander 
liegende  Theile  des  Gebietes  Q,  eine  Falte  bildend,  mit  einander  zu- 
sammenhängen.    Ein  Windungspunkt  tritt  in  der,  das  Gebiet  Q  geo- 
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metrisch  darstellenden  Fläche  nur  dann  anf,  wenn  innerhalb  des  Ge- 
bietes S  die  Gleichung 

f'is)  =  F'{s,)  =  0 
befriedigt  wird. 

Analogei-weise ,  wie  zwischen  gleichstimmiger  und  ungleichstim- 
miger Aehnlichkeit,  kann  auch  zwischen  gleichstimmiger  und  ungleich- 
stimmiger Affinität  der  kleinsten  Theile  unterschieden  werden.  Zwi- 
schen den  in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Werthes  s  liegenden 
Theilen  des  Gebietes  S  und  den  entsprechenden  Theilen  des  Gebietes 
Q  findet  gleichstimmige  oder  ungleichstimmige  Affinität  statt,  jenach- 
dem  f'(s)  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  oder  kleiner  als 
F'(s,)  ist. 

Die  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Bereiches  Q  ist  gleich 
der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Bereiches  S. 

Es  besteht  also  der  Hülfssatz :  Wenn  die  Gleichungen 

I  f'is)  1  =  I  F[{s)  I,        f'is)  =  0 

innerhalb  des  Gebietes  S  an  keiner  Stelle  befriedigt  werden ,  so  ent- 
spricht diesem  Gebiete  S  in  Folge  der  Gleichung 

x  +  yi  =  fis)  +  Fis,) 

ein  in  seinem  Innern  keinen  Windungspunkt  und  keine  Umfaltung  ent- 
haltendes Gebiet  Q,  für  welches  die  Ordnungszahl  des  Zusammen- 
hanges gleich  ist  der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  des  Ge- 
bietes S. 

5. 

Anwendung  des  Hülfssatzes.  Erklärung  des  BereichesQ*. 
Der  im  Vorhergehenden  bewiesene  Hülfssatz  kann  dazu  dienen 
die  Gestalt  der  orthographischen  Projection  des  Minimalflächenstückes 
M*  auf  die  Aequatorebene  ^  =  0  zu  untersuchen.  Wenn  x,  y,  U,  V 
die  in  den  Gleichungen  (A.)  erklärten  Functionen  bezeichnen,  so  be- 
steht die  Gleichung 

x+yi  =  ^u+mv. 

Wird  die  Grösse  x  +  yi  auf  die  Form  /'(s)-l-F(sJ  gebracht,  so 
ergibt  sich 

f'is)    =  -y^    _  .       }^      ,  ^  .     ,,  ,  F'is,) 


V(E-"+ij")-(«^+«")  v(^~"+2?")-(c+«:) 
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Bei  der  Besctränkung  der  Veränderliclikeit  der  complexen  Grösse 
s  auf  das  Grebiet  S*  sind  die  Punkte  des  Einheitskreises  die  einzigen, 
für  welche  die  Grleichung 

|f(s)  1  =  \F\s,)  I 

befriedigt  ist.  Innerkalb  des  Gebietes  S*  liegt  keine  Wurzel  der 
Gleicbung  f'{s)  =  0.  Das  Gebiet  Q  ,  welches  dem  Gebiete  S*  bei 
der  durch  die  Gleichung 

x  +  yi  =  ^U+mr  =  f{s)+F{s,) 

vermittelten  Beziehung  entspricht,  ist  demnach  ein  zweifach  zusam- 
menhängender Bereich ,  welcher  in  seinem  Innern  keinen  "Windungs- 
punkt, wohl  aber  eine  dem  Einheitskreise  der  s-Ebene  entsprechende 
Falte  enthält. 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  complexen  Grösse  ^s  auf  dasjenige 
Gebiet  S  beschränkt,  welchem  das  Minimalflächenstück  M  entspricht, 
so  ist  das  entsprechende  Gebiet  Q  ein  einfach  zusammenhängender  in 
seinem  Innern  keinen  singulären  Punkt  enthaltender  Bereich,  welcher 
einen  Theil  der  Ebene,  deren  Punkte  die  complexe  Grösse  x  +  yi  geo- 
metrisch darstellen,  d.  h.  die  Aequatorebene  ^  =  0,  lückenlos  und 
einfach  bedeckt.  Den  der  Begrenzung  des  Flächenstückes  M  ange- 
hörenden Curvenstrecken  ab,  cd  und  der  geraden  Strecke  da  ent- 
sprechen die  geradlinigen  Theile  a"b,  cd",  d"a"  der  Begrenzung  des 
Gebietes  Q  (Figur  64).     Die   der   Begrenzung  des  Flächenstückes  M 

Fig.  64.  (Fig.  59.  auf  S.  288.) 
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angehörende  Curvenstrecke   hc  fällt  mit  der  der  Begrenzung  des  Be- 
reiches Q  angehörenden  Curvenstrecke  hc  zusammen. 

Das  Gebiet  Q  besteht  aus  4w  Flächenstücken,  von  denen  die  eine 
Hälfte  dem  soeben  beschriebenen  Flächenstücke  congruent,  die  andere 
Hälfte  zu  demselben  symmetrisch  ist.     Durch  die  Substitutionen 


geht  x+yi  in  {x  +  yi)e^'''  über.    Bei  den  Substitutionen 

s  II  —  s\  — 

^11  Sj  '  **  II    s 

bleibt  x  +  yi  ungeändert.     Bei   der  Vertauschung  von  s  und  s,    geht 
x  +  yi  in  x—yi  über. 

Die  beiden  Begrenzungslinien  der  das  Gebiet  Q  geometrisch 
darstellenden  zweiblättrigen  Fläche  sind  zwei  regelmässige  den  Rand- 
linien des  Minimalflächenstückes  M*  congruente  w-seitige  Polygone. 

Zwischen  dem  Minimalflächenstücke  M*  und  dem  Gebiete  Q*  be- 
steht ein  punktweises  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen.  Aus  den 
die  Gestalt  des  Gebietes  Q*  betreffenden  Untersuchungen  ergibt  sich, 
dass  das  Minimalflächenstück  M*  ausserhalb  eines  Cylinders  liegt, 
dessen  erzeugende  Gerade  der  <er-Axe  des  Coordinatensystems  parallel 
sind  und  dessen  Leitlinie  mit  dem  Aequator  des  Flächenstückes  M 
zusammenfällt. 

6. 

Untersuchung  der  Gestalt  des  Aequators. 

Die  den  Aequator  des  Minimalflächenstückes  M*  bildende  in  der 
Ebene  ^  =  0  liegende  Curve  besitzt  n  durch  den  Mittelpunkt  von  M* 
hindurchgehende  Symmetrieaxen.  Die  Schnittpunkte  der  Symmetrie- 
axen  mit  dem  Aequator  können  S  cheitel  desselben  genannt  werden. 

Die  Punkte  h  und  c  der  Begrenzung  von  M  sind  zwei  solche 
Scheitel,  deren  Abstände  vom  Mittelpunkte  mit  9^1'  und  91"  bezeichnet 
wurden.  Der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  des  Aequators  vom 
Mittelpunkte  kann  der  zu  diesem  Punkte  gehörende  R  a  d  i  u  s  genannt 
werden. 

Um  zu  beweisen,  dass  dieser  Radius  n  Minima  und  n  Maxima 
besitzt,  welche  für  die  Scheitel  des  Aequators  eintreten,  genügt  es, 
darzuthun,  dass,  wenn  ein  Punkt  P  die  Curvenstrecke  h  c  des  Aequa- 
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tors  durchläuft,    der   zu   diesem  Punkte    gehörende  Radius   beständig 
zunimmt.     Dies  kann  wie  folgt  gezeigt  werden. 

Der  geometrischen  Bedeutung  der  Grösse  s  zufolge ,  deren  abso- 
luter Betrag  für  die  Punkte  des  Aequators  den  Werth  1  hat,  bestimmt, 
wenn  s  =  e''"  gesetzt  wird,  die  Grösse  ^n  +  q)  den  Unterschied  der 
positiven  Richtung  der  Tangente  des  Aequators  in  dem,  dem  Werthe 
(p  entsprechenden  Punkte  P  und  der  positiven  Richtung  der  x-Ane 
des  Coordinatensystems.  Der  Krümmungsradius  q  des  Aequators  in 
dem  Punkte  P  stimmt  überein  mit  dem  Hauptkrümmungsradius  des 
Minimalflächenstückes  M*  in    demselben  Punkte  und  zwar  ergibt  sich 

o 


\/b  "  +  J?"— 2coswqp 


Wenn   die  Grösse  (p   stetig   zunehmend   alle  Werthe   von  0  bis  a 
durchläuft,  nimmt  die  Länge  des  Krümmungsradius  von  dem  Werthe 


Q  = 


bis  zu  dem  Werthe 


B-'''  +  R^'' 


beständig  ab.  Es  sind  daher  die  Werthe,  welche  die  Grösse  ^  "^ 
für  die  dem  Intervalle  0  -<  (p  <za  angehörenden  Werthe  der  Grösse  cp 
annimmt,  negativ. 

Es  bestehen  nun ,  wenn  x,y  die  Coordinaten  des  dem  Werthe 
s  =  e''*'  entsprechenden  Punktes  P  des  Aequators  bezeichnen,  folgende 
Gleichungen : 

dx  =  —  Q  {(p)  sin  (pd(p ,       dy  =^  q  (cp)  cos  cp  dcp , 
cos  g) dx  + sin  (pdy  =  0 ,      cos  (pdy—smtpdx  =  q {(p)  dq), 

X  =  W-  /    Q{x)smidi,      y  =  /     Q{x)cosxdx- 
Wird  für  9i'  sein  Werth 

cotga/    Q{x)^^^%h+  \    Q{%)^'^^xh 
gesetzt,  so  ergibt  sich 
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Q {%)  ^^^Xh  +  coseca  /    g {%)  cos {a—x) dj, 
xsma  —  ycosc(=j    q  (x)  cos  (u—x)  dx  , 


cosec 

ij  cosq)—xsm(p  = 
==  cosec 


«1_J     (>(;t)cos^cos(a-'g))(?;c4-  /    Q{x)cos(pcoä(a-x)dx\, 


«Lj     p(z)cos;|rsin(a-9?)(?^-J    Q{x)sm(pcos{a-x)^x\' 

0  y 

Durch   theilweise   Integration  kann   die  letzte   der  vorstehenden 
Gleichungen  übergeführt  werden  in  die  folgende 
y  cos  tp  —  x sing)  = 

=  —  cosec  al    /     sin;|rsin(a— 9))c?()(;f)  +  /     sing)  sin (a—;t)(?9(;|r)  , 

0  <p 

aus  welcher  sich  ergibt,  dass  die  Grrösse  y cos qp—a: sing)  für  alle  dem 
Intervalle  0  <  gp  <:  a  angehörenden  Werthe    der  Grrösse  (p  positive 
"Werthe  besitzt. 
Das  Integral 

J    9  ix)  (^08  (a-x)dx 

bedeutet  den  Abstand  des  Punktes  P  des  Aequators  von  der  Symme- 
trieaxe  xsma—y  cosa  =  0. 

Es  bestehen  die  Gleichungen 

x^-hy^  =  {xcos<p+y3m(py-\-{yco3(p—xsm(py, 

d    ,  .       . 

-^  {x  cos  g)  +  ysmg))  =  y  cos  <p—x  sm  cp , 

^    '^      -T- (i/cosg)— a;sing))  =  — (ic  cosg)+y  sing))  +  ()(gp), 

d   ,i—r, — i  /  \  ycosqp— ajsingj 

dtp  ya;«  +  y^ 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich,  da  die  Ableitungen 
^V^'+y%         ^(a;cosg)  +  2/sin<jp) 
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für  die  dem  Intervalle  0  <  qp  <  a  angehörenden  "Werthe  der  Grösse  9) 
positiv  sind,  folgender  Satz:  Wenn  die  veränderliche  Grösse  <p 
stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles  0  <;  qo  <;  a  durchläuft, 
so  durchläuft  jede  der  beiden  Grrössen 

\/x^+  y^     und     x  cos  tp  +  y  ^incp 

ebenfalls  stetig  zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles    von  Ü?'  bis  Üi". 
Die  Gleichungen 

^  =  iccosqp  +  ^sing),         q  =  y  cos  (p  —  x  sin  (p 

sind ,  wenn  den  Grössen  p,q  die  Bedeutung  des  Radius  vector ,  der 
Grösse  q)  beziehungsweise  der  Grösse  ^n  -\-cp  die  Bedeutung  des  Polar- 
winkels beigelegt  wird,  die  Polargleichungen  der  Fusspunktcurve  des 
Aequators  und  der  Fusspunktcurve  der  Evolute  des  Aequators  für 
den  Coordinatenanfangspunkt  als  Pol, 

Der  Aequator  des  Minimalflächenstückes  M*  ist  eine  einfache, 
geschlossene,  convexe  Curve. 

7. 

Einführung    der    den  Minimalflächenstücken  M*(-B)  ähn- 
lichen Minimalflächenstücke  "^*(i2). 

Um  die  Gesammtheit  der  Gestalten  besser  überblicken  zu  können, 
welche  das  Minimalflächen  stück  M*  für  verschiedene  Werthe  des  Pa- 
rameters B  annehmen  kann,  ist  es  zweckmässig,  ausser  dem  Minimal- 
flächenstücke M*  ein  demselben  ähnliches  und  in  Bezug  auf  den  Coor- 
dinatenanfangspunkt als  Aehnlichkeitspunkt  ähnlich  liegendes  Minimal- 
flächenstück  '^*  zu  betrachten. 

Es  wird  hierbei  festgesetzt ,  dass ,  wenn  x',  y',  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  von  '^*,  x^y^z  die  Coordinaten  des  entsprechenden 
Punktes  von  M*  bezeichnen ,  die  Gleichungen 

X  ,        y  ,        z 

bestehen  sollen.  Wenn  es  nöthig  ist,  bei  der  Bezeichnung  '^T*  den 
Werth  des  Parameters  B,  anzugeben,  auf  welchen  dieses  Flächenstück 
sich  bezieht,  so  soll  derselbe  in  Klammern  gesetzt  zu  dem  Zeichen 
■^*  hinzugefügt  werden,  so  dass  '^ {B^  dasjenige  Minimalflächen- 
stück  "^  bezeichnet,  welches  dem  Werthe  B^  des  Parameters  ent- 
spricht. 
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Die  Begrenzung  jedes  Minimalflächenstückes  '^*  (R)  besteht  aus 
zwei  getrennten  Tlieilen;  jeder  dieser  Theile  ist  ein  regelmässiges, 
einem  Kreise  vom  Radius  Eins  umschriebenes  w-seitiges  Polygon. 

Der  Abstand  jedes  dieser  beiden  Polygone  von  der  Aequatorebene 

TT 

ist  gleich  dem  Werthe  des  Quotienten  -=-. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden ,  dass ,  wenn  B^ ,  B^  zwei  der  Be- 
dingung 

0  <:  i?i  <  i2,  <  1 

genügende  Werthe  des  Parameters  B  bezeichnen ,  der  Aequator  des 
Minimalflächenstückes  '^*  (B^ )  den  Aequator  des  Minimalflächenstückes 
"gE*(-Ri)  völlig  umschliesst. 

Hierzu  reicht  es  aus ,  darzuthun ,  dass ,  wenn  die  Grössen  p,  x,  y 
die  im  vorhergehenden  Artikel  erklärte  Bedeutung  haben,  für  jeden 
dem  Intervalle 

0  <;  95  <« 

angehörenden  Werth  der  Grösse  q>  die  Grösse 

p    X  cos  (p  +  y  &va.(p   Xx  +  Yy 

_  _  _  _         _        , 

als  Function  des  Parameters  B  betrachtet,  stets  gleichzeitig  mit  dem 
Werthe  des  Parameters  zunimmt  und  abnimmt.  Um  diesen  Nachweis 
zu  führen,  kann  man  von  den  Gleichungen 

X  =  L—f8"cosa+  j    Q{x)aiD.xdx, 
(J.)  ^ 

y  =  Ztga-93"sina-   /    Q{x)co3xdx 

ausgehen,  aus  welchen  sich 

p  z=  X  cos  q)+y  sing)  =  Xx  +  Yy 

=  L  sec  acos{a—(p)  —  f8"  cos  (cc—q))-^  j    q  (x)  sm  (x— ^)  ^X 

und,  wenn  der  Werth  des  Integrals 


/' 


Qix)^^^ix~<P)dx 
mit  X{q))  bezeichnet  wird. 
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(K.)  -^  =  secacos(a— 9?) — j-\cos{cc-(p) ^^\ 

ergibt. 

Der  erste  der  beiden  Bestandtheile  der  Grrösse  ^  ist  von  dem 
"Werthe  des  Parameters  R  unabhängig ;  jeder  der  beiden  Factoren  des 
zweiten  Bestandtlieiles  hat  die  Eigenschaft,  dass  sein  absoluter  Be- 
trag  abnimmt,    wenn   der  Werth   des   Parameters  R   zunimmt.     Von 

33" 
dem  Factor  -y-  wurde   dies  bereits   bewiesen.     Dass  auch  der  zweite 

Factor  dieselbe  Eigenschaft  besitzt ,  kann  wie  folgt  gezeigt  werden. 
Die  Grösse  ^(qp)  erlangt  den  grössten  Werth,  den  dieselbe  für  die 
dem  Intervalle  0  <  g?  <  a  angehörenden  Werthe  der  Grösse  g)  an- 
nehmen kann,  für  den  Werth  qp  =  0,  nämlich  den  Werth 

In  Folge  der  Gleichung 

%  +  ^'=  93"  cos« 

%  .  ...  X(w) 

ist  -STTT  stets  kleiner  als  cos  a ,    mithin   ist  um  so  mehr     Sj,'^   kleiner 

^  So 

als  cos(a  — qp),  folglich  hat  die  Grösse 

COS  (a-<p) ^ 

stets  einen  positiven  Werth.     Der  Ausdruck 

ist  gleich  dem  Werthe  des  Doppelintegrals 

'^  ^"  n (e~"— JB") (r~^—r)  sin (x  —  (p) (r~^+  »•"+  2  cosnx)dlogrdx 


If 


y  ^(\/E-"-f-J?"-j-r-"+**"y(VjB~"+i«"-2coswx)' 

dessen    Elemente    sämmtlich    positive  Werthe   haben.     Es   nimmt  aus 
diesem  Grunde   der  Quotient     }z    ,    als  Function   des  Parameters    R 
betrachtet,  stets  gleichzeitig  mit  dem  Parameter  zu  und  ab. 
Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Grösse 

p_  _    Xx+Ty 
L  ~         L        ' 
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als  Function  des  Parameters  R  betrachtet,  beständig  zunimmt,  wenn 
R  beständig  zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles  0  <:  22  <:  1  durch- 
läuft. Da  für  alle  dem  Innern  des  Intervalles  0  <:  .R  <:  1  angehö- 
renden Werthe  des  Parameters  die  Ableitungen 


(■^)  '^^^  öiG"^^'^-^)-^) 


dR 


von  Null  verschiedene  negative  Werthe  haben ,    so  besteht  der  Satz : 
Für  alle  Werthe  der  Grösse  93  und  für  alle  dem  Innern  des  Inter- 
valles 0  <  i2  <;  1    angehörenden  Werthe    des  Parameters    R    hat    die 
partielle  Ableitung 


d    rXx+Yyl 

ml     L     1 


dR 

von  Null  verschiedene  positive  Werthe. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich,  dass  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  des  Minimalflächenstückes  "^*(i22)  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  des  Minimalflächenstückes  "^  (-R, )  ganz  umschliesst, 
vorausgesetzt,  dass  für  beide  Fusspunktcurven  der  Coordinatenanfangs- 
punkt  zum  Pol  gewählt  wird.  Als  eine  unmittelbare  Folge  dieser 
Beziehung  der  beiden  betrachteten  Fusspunktcurven  ergibt  sich,  dass 
auch  der  Aequator  des  Minimalflächenstückes  ^*(i?j)  den  Aequator 
des  Minimalflächenstückes  '^*(R^)  ganz  umschliesst. 

Bei  dem  Uebergange  zu  dem  Grenzwerthe  R  =  0  ergibt  sich 
für  jeden  Werth  der  Grösse  cp 

Beim  Uebergange  zu  dem  Grenzwerthe  R  =  1  ergibt  sich  für 
die  dem  Intervalle 

0  <:  gx  2a 
angehörenden  Werthe  der  Grösse  (p  in  Folge  der  Gleichung  (K.) 

,.        Xx+Yy  .         . 

hm    =r — ^  =  secacosfa  — 9)). 

(Ä=i)         L 

Bei  diesem  Grenzübergange  geht  also  die  Fusspunktcurve  des 
Aequators  in  eine  aus  n  Kreisbogen  gebildete  krumme  Linie  über. 

Durch  die  vorstehende  Untersuchung  ist  zugleich  der  Nachweis 
geführt,  dass  die  Gesammtheit  der  Curven,  welche  die  dem  Intervalle 
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0  <z  B  <:  1  entsprechende  S eh a a r  von  Minimalfläclienstücken  '^* 
mit  der  Aequatorebene  gemeinsam  hat,  die  Fläche  eines  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  1  umschriebenen  regelmässigen  Polygons  von  n  Seiten 
lückenlos  und  einfach  erfüllt. 

8. 

TT 

Untersuchung    des    Ganges    des    Quotienten   ^^ 

in  dem  Intervalle  Rq<z  R<:1. 

Flächenstücke  kleinsten  Flächeninhalts. 

TT 

Der  Quotient  -y-  hat  sowohl  für  unendlich  kleine  Werthe  von 
R,  als  auch  für  unendlich  kleine  Werthe  von  1~R  ebenfalls  unendlich 
kleine  Werthe ,  wie  eine  besondere  Untersuchung  ergibt.  Für  alle 
dem  Intervalle  0  <;  iü  <  1   angehörenden  Werthe    des  Parameters  R 

TT 

nimmt  der  Quotient  -j-  ausschliesslich  positive  Werthe  an  und  besitzt, 
als  Function  des  Parameters  R  betrachtet,  den  Charakter  einer  ganzen 
Function. 

Hieraus  folgt,  dass  es  unter  allen  Werthen,  welche  der  Quotient 

TT 

-jr-  annehmen  kann,   vorausgesetzt,  dass  der  Grrösse  n  stets  derselbe 

Werth  beigelegt  wird,  einen  grössten  Werth  giebt ,  welcher  mit  o 
oder,  wenn  auch  der  Werth  der  Grösse  n  angegeben  werden  soll,  mit 
03  (w)  bezeichnet  werden  möge. 
Der  Ausdruck 

welcher  eine  analytische  Function  des  Argumentes  R  ist,  und  für  alle 
dem  betrachteten  Intervalle  angehörenden  Werthe  desselben  ebenfalls 
den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt,  muss  daher  in  diesem 
Intervalle  mindestens  für  einen  Werth  des  Argumentes  den  Werth 
Null  annehmen.  Wie  eine  besondere  Untersuchung  ergibt ,  ist 
lim  D(R)  =  -  oo. 

(-8=1)  _  ^  ^ 

Im  Folgenden  wird  bewiesen  werden,  dass  die  Gleichung  D{R)  =  0 
in  dem  angegebenen  Intervalle  nur  eine  einzige  Wurzel  besitzt.  Einst- 
weilen aber  möge,  indem  die  Frage,  ob  die  Gleichung  D(R)  =  0  in 
dem  betrachteten  Intervalle  nur  eine,  oder  mehr  als  eine  Wurzel  be- 
sitzt, vorläufig  noch  unentschieden  gelassen  wird,  angenommen  werden, 
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dass  Tt^  die  dem  Inneren  des  Intervallcs  0  <:  72  <:  1  angehörende,  dem 
Werthe  1  zunächst  liegende  Wurzel  der  Gleichung  D(i2)  =  0 
bezeichnen  solle.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich,  dass  die 
Function  D(7?)  für  alle  dem  Intervalle  R,<R<cl  angehörenden 
Werthe    des  Parameters  B   negative  Werthe    hat   und  dass  daher 

TT 

der  Quotient  -j-  beständig  abnimmt,  wenn  die  Grösse  R  beständig 
zunehmend  alle  diesem  Intervalle  angehörenden  Werthe  durchläuft. 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  jedes  Minimalflächenstück 
^T*,  welches  einem  dem  Intervalle  -R^  <  7?  <:  1  angehörenden  Werthe 
des  Parameters  entspricht,  kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  alle 
demselben  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  Randlinien 
begrenzten  Flächenstücke. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  auf 
Grund  der  Entwickelungen  geführt  werden,  welche  in  der  Abhandlung: 
,,  Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  betreffendes  Problem 
der  Variationsrechnung^^*)  enthalten  sind.  Diesen  Entwickelungen 
zufolge  kommt  es  nur  darauf  an,  eine  für  das  in  Betracht  kommende 
Gebiet  S*(i?)  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügende  Function  tlf{s,s^',R)  der  beiden  complexen  Grössen  5,5,  zu 
ermitteln,  welche  für  conjugirte  complexe  Werthe  dieser  Grössen  im 
Inneren  des  Gebietes  S*(i?)  sich  regulär  verhält  und  sowohl  im  Inneren, 
als  auch  längs  der  Begrenzung  dieses  Gebietes  nur  positive,  von  Null 
verschiedene  Werthe  annimmt.  Sobald  die  Existenz  einer  solchen 
Function  dargethan  ist,  ist  es  möglich,  zu  dem  betrachteten  Minimal- 
flächenstücke  ^*(i?)  eine  Schaar  benachbarter  Minimalflächenstücke 
zu  construiren,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  der  Abstand  je  zweier 
unendlich  benachbarten  Minimalflächenstücke  der  Schaar  in  der  ganzen 
Ausdehnung  dieser  Flächenstücke  einschliesslich  des  Randes  derselben 
eine  unendlich  kleine  Grösse  derselben  Ordnung  ist. 

Für  die  hier  betrachteten  Minimalflächenstücke  "^*(jR)  ergibt 
sich  nun  eine  solche  Schaar  durch  die  Ueberlegung,  dass  die  den 
Werthen  des  Parameters  R,  welche  dem  Intervalle  J?o<:i?<l  an- 
gehören, entsprechenden  Minimalflächenstücke  "gÄ*  selbst  eine  solche 


*)  Siehe  S.  223—269  dieses  Bandes. 
Schwarz,  Oesammelte  Abhandlungen.  I.  20 
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Schaar  von  Minimalflächenstücken  bilden ,  so  dass  es  sich  also  nur 
darum  handelt,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  je  zwei  benachbarte,' 
dieser  Schaar  angehörende  Flächenstücte  der  angegebenen  Bedingung 
wirklich  Genüge  leisten.  Diese  Erwägung  führt  zu  der  Bestimmung 
einer  Function 

^M  ^                       ,  ^c.  o     7?^          ^    [Xx  +  Yy  +  Z0-\ 
(M.)  t {s,  s,',R)  =  -^ [ j. J  , 

welche  dem    unendlich    kleinen  Abstände    zweier   unendlich  benach- 
barten Minimalflächenstücke  der  Schaar  an  der  dem  "Werthepaare  s,  5, 
entsprechenden  Stelle  proportional  ist. 
Für  die  Werthepaare 

s  =  e*%        s,  =  e-*', 

für  welche  die  Grösse  ^  denWerth  0  erhält,  geht  die  durch  die  vor- 
stehende Gleichung  erklärte  Function  in  die  Function 


d    rXx+Yyl 
dRl       L       i 


über ,  welche  im  Art.  7  untersucht  wurde.  Es  ergibt  sich  also  aus 
der  a.  a.  0.  angestellten  Untersuchung,  dass  die  Function  ^(5,  5,  ;i2) 
längs  des  Einheitskreises  der  s- Ebene  nicht  bloss  für  die  dem  Inter- 
valle i?o  <  12  <  1 ,  sondern  für  alle  dem  Intervalle  0  <:  .R  <  1  ange- 
hörenden Werthe  von  R  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  hat. 
Längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  S*  (R)  ist  der  Wertli 
der  Function 

Xx  +  Yy 
L 

von  dem  Werthe  des  Parameters  R  unabliängig. 
Für  die  Werthe 

s  =  s^  =  r,        0<r<:J? 

ergibt  sich  beispielsweise 

Ju 

Wird  für  die  eine  der  beiden  Begrenzungslinien  des  Bereiches 
S  (-R)  s"  =  y",  für  die  andere  s"  =  r~"  gesetzt,  wo  O^r^R  an- 
zunehmen ist,  so  ergibt  sich,  da  die  Grösse  s  an  den  beiden  Begren- 
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Zungen  beziehlich  die  Werthe  H,  —  fi,"  die  Grösse  Z  beziehlich  die 
Wertlie 

annimmt ,  dass  der  Wertli  der  Function  ^  (s,  5^ ;  R)  sich  längs  der  Be- 
grenzung des  Bereiches  S*(i2)  auf  den  Werth 

reducirt. 

Wird  nun  die  Veränderlichkeit  des  Parameters  R  auf  das  Inter- 
vall JB^  <  JR  <:  1  beschränkt,  so  hatD(i2)  negative,  von  Null  verschie- 
dene Werthe;  es  ergibt  sich  also,  dass  die  erklärte  Function  ip{s,s^;R) 
sowohl  längs  des  Einheitskreises,  als  auch  längs  der  ganzen  Begren- 
zung des  Bereiches  S*{R)  positive  Werthe  hat. 

Hieraus  kann  nun  geschlossen  werden,  dass  die  erklärte  Function 
ip{s,  s^;  R)  im  ganzen  Bereiche  S*{R)  nur  positive,  von  Null  verschie- 
dene Werthe  annimmt. 

In  Folge  der  durch  die  Gleichung 

ip(s:;\s-';R)  =  ip{s,s,;R) 

ausgedrückten  Eigenschaft  der  betrachteten  Function  il>{s,  s^;  R)  genügt 
es,  diesen  Schluss  für  alle  diejenigen  Werthe  der  complexen  Grössen 
s,  «1  zu  ziehen,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist. 

Angenommen,  es  erhielte  die  erklärte  Function  xl}{s,s^;R)  inner- 
halb desjenigen  Theiles  des  Gebietes  S*(i2),  welcher  innerhalb  des 
Einheitskreises  der  5-Ebene  liegt,  negative  Werthe.  Dann  müsste  die 
Gesammtheit  derjenigen  diesem  Gebietstheile  angehörenden  Stellen, 
für  welche  iIj{s,  s^;  R)  <0  ist,  einen  oder  mehrere  zusammenhängende 
Bereiche  bilden,  von  denen  jeder  ein  Theil  der  Fläche  des  Einheits- 
kreises wäre.  Jeder  dieser  Bereiche  müsste  in  Bezug  auf  die  partielle 
Differentialgleichung 

dsds,  "^  (l+5Sj=' 

ein  Grenzbereich,  d.  h.  ein  solcher  Bereich  sein,  in  dessen  Innerem 
sich  ein  particuläres  Integral  dieser  Differentialgleichung  regulär  ver- 
hält und  von  Null  verschieden  bleibt,  während  dasselbe  längs  der 
ganzen  Begrenzung  dieses  Bereiches    den  Werth  Null  annimmt.    Die 
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wie    die 


Fläche    des 

Einheitskreises 

ist    . 

ein    solcher 

Grenzbereich , 

Function 

^  = 

1-55, 
1+55, 

zeigt. 

Nach   einem 

im 

Art.  21   der 

erwähnten 

Festschrift    b^ 

bewiesenen 

Satze  kann  aber  ein  Bereich,  welcher  in  Bezug  auf  die  angegebene 
DiiFerentialgleichung  ein  Grrenzbereich  ist,  niemals  Theil  eines  an- 
deren Bereiches  sein,  der  in  Bezug  auf  dieselbe  DiiFerentialgleichung 
gleichfalls  ein  Grrenzbereich  ist.    . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Annahme,  die  Function  z/;(5,  5,;i?)  könne 
für  einen  dem  Intervalle  i?o  <  JR  <:  1  angehörenden  "Werth  des  Para- 
meters R  im  Inneren  des  innerhalb  des  Einheitskreises  der  s-Ebene  lie- 
genden Theiles  des  Bereiches  S*(i?)  negative  Werthe  annehmen,  un- 
zulässig ist. 

Die  Function  f(s,s^;R)  kann  hiernach  für  die  dem  Intervalle 
Bo<zR  <il  angehörenden  Werthe  des  Parameters  R  im  Inneren  des 
Gebietes  S  (JR)  negative  "Werthe  überhaupt  nicht  annehmen. 

Auch  den  Werth  0  kann  eine  solche  Function  tl){s,s^;  R)  im 
Inneren  des  Bereiches  S*{R)  nicht  annehmen.  Denn  es  besteht  der 
Satz,  dass  ein  particuläres  Integral  der  angegebenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, welches  im  Inneren  eines  gewissen  Bereiches  sich 
regulär  verhält  und  negative  Werthe  nicht  annimmt,  den  kleinsten 
Werth,  den  dasselbe  überhaupt  für  einen  Punkt  dieses  Bereiches  an- 
nehmen kann,  stets  in  einem  Punkte  der  Begrenzung  dieses  Bereiches 
annimmt. 

Der  kleinste  Werth,  den  die  erklärte  Function  if^iß ,  s^;  R)  für 
Punkte  des  Bereiches  S*{R)  annehmen  kann,  ist  daher  der  Wertli 

1  +  R''     U    ' 

welcher  den  gestellten  Bedingungen  zufolge  von  Null  verschieden  und 
positiv  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jedes  der  betrachteten  Minimalflächen- 
stücke ^* ,  welches  einem  dem  Intervalle  J?^  <:  7?  <:  1  angehörenden 
Werthe  des  Parameters  R  entspricht,  kleineren  Flächeninhalt  besitzt, 
als  jedes  andere,  demselben  hinreichend  nahe  kommende,  von  denselben 
Randlinien  begrenzte  Flächenstück. 

Diese   Eigenschaft  kommt    selbstverständlich   auch   den  Minimal- 
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flächenstücken  M    zu,   welche  einem  der  betrachteten  Minimalflächen- 
stücke "^*  ähnlich  sind. 

9. 

TT 

Untersuchung    des    Ganges    des    Quotienten    -y-   in    dem 
Intervalle  O^B^cR^. 

jr 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Gang  des  Quotienten  -j-  in  dem 
Intervalle  0  <:  -B  <:  Ä<,  zu  untersuchen. 

Es  bezeichne  e  eine  veränderliche  Grösse,  deren  Veränderlichkeit 
auf  kleine  positive  "Werthe  beschränkt  ist.  Es  ist,  wenn  dem  Para- 
meter der  Werth  R  =  B^—e  beigelegt  wird,  das  Vorzeichen  der 
Grösse  D{Bq—e)  zu  bestimmen. 

Die  Grösse  D{B^—e)  kann  nicht  constant  den  Werth  Null  haben, 
denn  es  ist  D{B)  eine  analytische  Function  des  Parameters  B.  Es 
kann  aber  auch  die  Grösse  Z)(JRo—£)  nicht  negativ  sein.  Denn,  ge- 
setzt, es  wäre2)(-Ro— a)  negativ,  so  würde  die  Function  ^(s,  s, ;  22^— «) 
längs  des  Einheitskreises  der  s-Ebene  und  längs  der  ganzen  Begren- 
zung des  Bereiches  S*(Bq—e)  positive  Werthe  haben.  Es  würde 
hieraus  gerade  so,  wie  im  vorhergehenden  Artikel,  gefolgert  werden 
können,  dass  die  Function  il;{s,  s^;  B^  —  s)  auch  im  ganzen  Inneren  des 
Bereiches  ^*{Bq—e)  positive  Werthe  annehmen  müsste.  Dann  würde 
aber  eine  der  angegebenen  partiellen  Differentialgleichung  genügende 
und  im  Inneren  des  Bereiches  S*(i2o)  sich  regulär  verhaltende  Function, 
nämlich  die  Function  ^(s,  s, ;  B^—e),  existiren,  welche  im  Inneren  und 
längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches  S*(Bq)  nur  positive,  von 
Null  verschiedene  Werthe  annähme;  es  könnte  in  Folge  dessen  der 
Bereich  S*  (12 J  kein  Grenzbereich  sein.  Wegen  dieses  Widerspruches 
ist  die  Annahme,  dass  D{B„~-e)<zO  sei,  unzulässig.  Hieraus  folgt, 
dass  D{B^—e)  einen  positiven  .Werth  haben  muss.  Es  entspricht 
also,  da  D{B,-e)>0,  D{B,+  e)^0  ist,  dem  Werthe  B  =  B,  ein 
Maximum  des  Quotienten  -y  . 

Gesetzt  nun ,  es  läge  in  dem  Intervalle  0  <:  üf  <  i2„  eine ,  oder 
mehr  als  eine  Wurzel  der  Gleichung  D{R)  =  0.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung möge  die  diesem  Intervalle  angehörende,  dem  Werthe  B^ 
zunächst  liegende  Wurzel  mit  jf?',  bezeichnet  werden.  Die  Function 
D{B)  nimmt  für  die  dem  Intervalle  Bl<:B  <:  B^  angehörenden 
Werthe   des  Parameters   nur  positive  Werthe  an.    Die  dem  Werthe 
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ßy  entsprechende  Function  ■4>{s,  s^;  B'^)  besitzt  der  früheren  Ermitte- 
lung zufolge  längs  des  Einlieitskreises  der  s-Ebene  positive,  von  Null 
verschiedene  Werthe ,  längs  der  ganzen  Begrenzung  des  Bereiches 
S*{Rq)  hingegen  würde  dieselbe  den  Werth  Null  annehmen.  Es  kann 
aber  die  Function  'il;{s,  s^;  R'^)  weder  im  Inneren  des  Bereiches  S*{R'^) 
beständig  positive  Werthe,  noch  für  einzelne  Theile  dieses  Bereiches 
negative  Werthe  annehmen.  Das  Erstere  würde  der  Eigenschaft  des 
Bereiches  S*{R^,),  ein  Grrenzbereich  zu  sein,  widersprechen,  da  die 
Function  ■iIj(s ,  s^;  R'^)  im  ganzen  Inneren  und  überdies  längs  eines 
T heiles  der  Begrenzung  des  Bereiches  S*(Ey)  positive  Werthe  an- 
nehmen würde ,  was  bei  einem  Grrenzbereiche  nicht  eintreten  kann. 
Das  Letztere  würde  unvereinbar  sein  mit  dem  Satze ,  dass  für  die 
angegebene  DiiFerentialgleichung  kein  Theil  eines  Grrenzbereiches, 
nämlich  des  Inneren,  beziehungsweise  des  Aeusseren  des  Einheitskreises, 
gleichfalls  ein  Grenzbereich  sein  kann. 

Es  ist  hiermit  dargethan,  dass  die  transcendente  Grieichung 
D{R)  =  0  überhaupt  keine  dem  Inneren  des  Intervalles  0 -<  R  <:  Rf^ 
angehörende  Wurzel  besitzt;   folglich  hat  die  Function  D{R)  für  die 

diesem  Intervalle  angehörenden  Werthe  des  Parameters  R  positive 

TT 
Werthe.     Der  Quotient  -j-  nimmt  daher,  wenn  der  Parameter  R  stetig 

zunehmend  alle  Werthe  des  Intervalles  0  <c  R  <:  R^  durchläuft,  eben- 
falls beständig  zu,  erreicht  seinen  grössten  Werth  cj  für  R  =  R^, 
und   nimmt ,   wenn   R   stetig   zunehmend   alle  Werthe  des  Intervalles 

TT 

R^<R<:1  durchläuft,  beständig  ab.  Der  Quotient  -j-  nimmt  hier- 
nach jeden  positiven  Werth,  welcher  kleiner  als  co  ist,  für  zwei  und 
nur  für  zwei  dem  Intervalle  0  <:  -R  <  1  angehörende  Werthe  des  Pa- 
rameters R  an. 

Für  alle  dem  Intervalle  0  <c  JR  <  i^^  angehörenden  Werthe  des 
Parameters  R  hat  die  Function  ^^{s  ,8^^;  R)  längs  der  ganzen  Begren- 
zung des  Bereiches  S*(i?)  negative,  längs  des  im  Inneren  des  Be- 
reiches liegenden  Einheitskreises  positive  Werthe. 

Hieraus  folgt,  dass  im  Inneren  jedes  dieser  Bereiche  S  (R)  zwei 
geschlossene  Linien  liegen^  längs  welcher  die  Function  ilß{s,s^;R)  den 
Werth  Null  annimmt.  Eine  dieser  beiden  Linien  liegt  innerhalb,  die 
andere  liegt  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  s-Ebene.  Die  Gesammt- 
heit  derjenigen,  dem  Inneren  des  Bereiches  S*(-R)  angehörenden  Stellen, 
für  welche  die  Function  il;(s,  s^;  R)  positive  Werthe  oder  den  Werth 
Null  annimmt,   bildet  für  die   angegebene  Differentialgleichung  einen 
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Grenzbereich.  Da  dieser  Grenzbereich  ein  Theil  des  Bereiches  S*(Ii) 
ist,  so  ergibt  sich  auf  Grrund  der  in  der  Schrift  „Ueber  ein  die  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts  betreffendes  Problem  der  Variationsrechnung" 
enthaltenen  Entwickelungen,*)  dass  unter  den  dem  Intervalle  0  <  -R  <:  J?^ 
entsprechenden  Minimalflächenstücken"^!*  (22)  kein  einziges  die  Eigen- 
schaft besitzt,  kleineren  Flächeninhalt  zu  haben,  als  alle  ihm  hin- 
reichend nahe  liegenden,  von  denselben  Handlinien  begrenzten  Flächen- 
stücke. 

Den  beiden  Curven  innerhalb  des  Gebietes  S*(R) ,  längs  welcher 
die  Gleichung  t/;(s,  s, ;JR)  =  0  erfüllt  ist,  entsprechen  zwei  auf  dem 
Minimalflächenstück '^*(J?)  liegende  und  in  Bezug  auf  die  Aequator- 
ebene  desselben  zu  einander  symmetrische  Curven,  welche  mit  C{R) 
bezeichnet  werden  mögen.  Längs  der  Curven  0(i2)  wird  das  Minimal- 
llächenstück  ^*(i?)  von  den  ihm  unendlich  benachbarten,  der  be- 
trachteten Schaar  angehörenden  Flächenstücken  geschnitten. 

Der  geometrische  Ort  der  Curven  C{R)  ist  eine  krumme  Fläche 
4»,  welche  von  den  dem  Intervalle  0  <:  -R  <:  JJ^  entspreclienden  Mini- 
malflächenstücken  '^*(R)  eingehüllt  wird. 

Die  Hüllfläche  4>  wird  begrenzt  von  den  beiden  Begrenzungslinien 
des  Minimalflächenstückes  ^*(i2J. 

Für  kleine  Werthe  des  Parameters  R  besteht  die  Gleichung     • 

in  welcher  (R)  eine  Grösse  bezeichnet,  welche  für  unendlich  kleine 
Werthe  des  Parameters  R  ebenfalls  unendlich  klein  wird. 

Unter  derselben  Voraussetzung  besteht,  wenn  die  Veränderlich- 
keit der  Grösse  s  der  Beschränkung  unterworfen  wird,  dass  für 
limR  =  0  auch 

ist,  die  Gleichung 

-j^m^)  -  -  r(|)r(;^)  ^'  r^v^'  B-^Br)y 

in  welcher 

*)  Siehe  S.  259  dieses  Bandes. 
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eine  Grösse  bezeichnet,  welche  für  alle  unendlich  kleinen  Werthe  der 
beiden  Grössen 


ebenfalls  unendlich  kleine  Werthe  hat. 

Hieraus   ergibt  sich,    dass   ein  Minimalflächenstück   "^*(7i)   dem 
der  Gleichung 

S(5)  =  -  r(|)r(i')  ^^" 

entsprechenden  Catenoid  um  so  näher  kommt,  je  kleinere  Werthe 
dem  Parameter  R  beigelegt  werden,  wenn  bei  diesem  Grenzübergange 
die  Betrachtung  auf  einen  solchen  Theil  des  Minimalflächenstückes 
"^T*(i2)  beschränkt  wird,  für  welchen  die  angegebene,  die  Grösse 


£-•*+  B" 


betreffende  Voraussetzung  zutrifft. 

Hieraus  folgt,  dass  die  erwähnte  Hüllfläche  ^  in  demjenigen 
Theile,  welcher  unendlich  kleinen  Werthen  des  Parameters  E  ent- 
spricht, näherungsweise  dieselbe  Gestalt  besitzt,  wie  der  die  betrach- 
tete Schaar  ähnlich  liegender  Catenoide  einhüllende  Rotations  -  Kegel, 
dessen  Gleichung 

x'^+y^  =  c^s"    ist. 
Bezeichnet  h  die  einzige  positive  Wurzel  der  Gleichung 

deren  Werth   angenähert  1,1996786  •••ist,    so   wird  der  Werth  der 
Constante  c  durch  die  Gleichung 

<'  =  %-=^  =  l'50888... 

bestimmt. 

Die  Hüllfläche  4>  enthält  hiernach  den  Mittelpunkt  aller  der  be- 
trachteten Schaar  angehörenden  Flächenstücke;  derselbe  ist  ein  coni- 
scher Doppelpunkt  der  Fläche  O.    Die  Gleichung 
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ist  die  Gleichung  desjenigen  Kegels,  welcher  die  Fläche  4>  im  Coordi- 
nateuanfangspunkte  einhüllend  berührt. 

Es  besteht  also  die  Hüllfläche  4>  aus  zwei  trichterförmig  gestal- 
teten, in  Bezug  auf  die  Aequatorebene  zu  einander  symmetrisch  lie- 
genden Theilen,  welche  im  Coordinatenanfangspunkte  mit  einander 
zusammenhängen . 

Die  Betrachtungen,  welche  Herr  Lindelüf  in  seinem  Lehrbuche 
der  Variationsrechnung  auf  den  Seiten  210—214  in  Bezug  auf  eine 
Schaar  ähnlich  liegender  Catenoide  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  an- 
gestellt hat,  gestatten  eine  sinngemässe  Anwendung  auf  die  dem 
Intervalle  O-^B^R^  entsprechenden  Minimalflächenstücke  '^*{R). 

Werden  zwei  gürtelförmige  Streifen  der  Hüllfläche  ^,  welche 
einerseits  von  je  einer  der  Begrenzungslinien  des  Minimalflächenstückes 
^T*(7?J,  andererseits  von  je  einer  der  beiden  Curven  C(B)  begrenzt 
werden,  durch  das  gürtelförmige,  von  den  beiden  Curven  C{R)  begrenzte 
Stück  des  Flächeustückes  ^T*(22)  mit  einander  verbunden,  so  entsteht 
ein  zweifach  zusammenhängendes  Flächenstück,  welches  mit  W{R)  be- 
zeichnet werden  möge. 

Das  Flächenstück  W{It)  hat  für  jeden  dem  Intervalle  0  <:  B -<  B^ 
angehörenden  Werth  des  Parameters  B  mit  dem  Minimalflächenstücke 
"§41  (J^o)  die  Begrenzung  gemeinsam  und  besitzt  ebenso  grossen 
Flächeninhalt,  wie  dieses.  Da  das  Flächenstück  W(B)  nicht  in  seiner 
ganzen  Ausdehnung  ein  Minimalflächenstück  ist,  so  gibt  es  in  belie- 
biger Nähe  desselben  solche  Flächenstücke,  welche  von  denselben 
Handlinien  begrenzt  werden  und  kleineren  Flächeninhalt  haben, 
als  das  Flächenstück  W{B).  Aus  dem  Umstände,  dass  diese  Flächen- 
stücke dadurch,  dass  dem  Parameter  B  ein  dem  Werthe  B^  hinreichend 
nahe  kommender  Werth  beigelegt  wird,  dem  Flächenstücke  ■^*(i?J 
in  der  ganzen  Ausdehnung  desselben  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können,  ergibt  sich,  dass  dem  Minimalflächenstücke '^*(iio)  die  Eigen- 
schaft nicht  zukommt,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als  alle 
ihm  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  Handlinien  begrenzten 
Flächenstücke. 

Hieraus  folgt: 

Die  dem  Intervalle  B^<:  B  <:1  entsprechenden  Minimalflächen- 
stücke '^*{B)  und  M*(12)  sind  die  einzigen,  den  betrachteten 
Schaaren  von  IVIinimalflächenstücken  angehörenden  Flächenstücke, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als 
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alle   denselben   liinreicliend  nahe  kommenden,   von   denselben   beiden 
regelmässigen  w-seitigen  Polygonen  begrenzten  Flächenstücke, 

Aus  der  vorstehenden  Untersuchung  hat  sich  ergeben,  dass,  wenn 
B^  einen  dem  Intervalle  0  <;  i^j  <:  J?„  angehörenden  Werth  des  Para- 
meters II  bezeichnet ,  es  stets  einen  und  nur  einen  dem  Intervalle 
R^  <  iijj  <;  1  angehörenden  Werth  B^  des  Parameters  gibt,  für  welchen 
das  Verhältniss  y-  denselben  Werth  besitzt,  wie  für  den  Werth 
B  =  B^.  Die  beiden  zweifach  zusammenhängenden  Minimalflächen- 
stücke  '^T'^(-Ri)  ^^"^^  o^^*(^^2)  haben  dieselbe  Begrenzung,  aber  nur 
das  Minimalfiächeustück  ^^T*  [B^)  ist  ein  Flächenstück  kleinsten  Flächen- 
inhalts. 

lü. 

U e b e r g a n g  zu  der  Gr r e n z e  n  =  oo. 

W  e  r  t  h  e  der  Grössen  B^  u  n  d  (o  für  den  Fall  n  =  4. 

Der  Uebergang  zu  der  Grenze  lim  «  =  oo  kann ,  vorausgesetzt, 
dass  die  Veränderlichkeit  der  Grösse  s  auf  das  Gebiet 

B<\s\<B-' 

beschränkt  wird,  auf  Grund  der  folgenden  Formeln  ausgeführt  werden. 
Für  lim  11  =  00  bestehen  die  Gleichungen : 

lim  ir^"L       =  ir^+li, 

lim  li-'^"^{s)  ==   -s-\ 
(N.)  lim  irJ"x        =  mis-'-hs), 

^lim  li-'^xy        =  Miis-'  —  s), 
lim  iri"^       =  9f{21og(6-'). 

Bei  diesem  Grenz  übergange  geht  also  jedes  Minimalflächenstück 
"^T*  {B )  in  eine-  dem  Gebiete 

B<\s\<:B-' 

entsprechende  Zone  desjenigen  Catenoids  über,  welches  der  durch  die 
Gleichung 


^(^•)  =  - 


E~'-\-Ii 


bestimmten  Function  %{s)  entspricht.     Für  diesen  Grenzfall,    welcher 
experimentell  von  Plateau,  mit  den  Hülfsmitteln  der  Variationsrech- 
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nung  zuerst  von  Herrn  Lindelöf  untersuclit  wurde,  ergibt  sich 

-K  =  21og2r^ 
L    ~~    R-'+ii  '■ 

Der  vorstehende  Ausdruck  erlangt  seineu  grössten  Werth 

c(oo)  =  0,662744-.     für  logir»  =  logV  =  1,1996786  •  • 
l{^  =  0,30129  •  •  =  tg  16"46'1",5. 

Durch  die  Experimentaluntersuchungen  Plateau' s  ist  die  Ueber- 
eiustimmung  festgestellt  worden,  welche  auf  diesem  Untersuchungs- 
gebiete zwischen  dem  Ergebnisse  der  theoretischen  Untersuchung  und 
dem  Ergebnisse  des  Experiments  besteht. 

Dieselben  Zahlen ,  welche  theoretisch  die  Grenze  bestimmen ,  bis 
zu  welcher  gewissen  Minimalflächenstücken  in  dem  angegebenen  Sinne 
die  Eigenschaft  des  kleinsten  Flächeninhalts  wirklich  zukommt,  be- 
stimmen zugleich  die  Grenze  der  Stabilität  flüssiger  Lamellen,  deren 
Gestalt  durch  geeignete  Vorkehrungen  mit  der  Gestalt  jener  Minimal- 
flächenstücke zur  Uebereinstimmung  gebracht  worden  ist. 

Um  eins  der  Hauptergebnisse  der  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
mitgetheilten  Untersuchung  für  einen  anderen  Werth  der  Zahl  n,  als 
den  Grenzwerth  n  =  oo,  mit  dem  Ergebnisse  von  speciell  für  diesen 
Zweck  anzustellenden  Experimenten  vergleichen  zu  können ,  habe  ich 
für  den  Fall,  in  welchem  die  Begrenzung  der  Minimalflächenstücke 
■gß;*  von  zwei  Quadraten  gebildet  wird,  also  für  den  Fall  w  =  4, 
die  Gleichung  D(R)  =  0  näherungsweise  aufgelöst  und  den  grössten 

TT 

Werth  (o,  welchen  der  Quotient  -^-  für  den  angegebenen  Werth  der 
Zahl  n  annehmen  kann,  näherungsweise  bestimmt.  Ohne  an  dieser 
Stelle  auf  die  Einzelheiten  der  Rechnung  einzugehen,  theile  ich  hier 
nur  das  Endergebniss  derselben  mit. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Zahl  n  der  Werth  4  beigelegt 
wird,  ergibt  sich  für  die  Grösse  B^,  der  Werth 

j,.^  =  0,43188  ••  =  tg(23'*21'31".-)> 
iiir  diu  Grösse  co  der  Werth 

ö(4)  =  0,720146.- 
Da  die  Grösse 

^^  =  0,517638 . . 

v/2 
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grösser  ist  als  0,43188  •  • ,  so  besitzt  das  den  Wertlien 

s/2 

entsprechende  Minimalflächenstück  ^*  kleineren  Flächeninlialt ,  als 
alle  demselben  hinreichend  nahe  kommenden,  von  denselben  beiden 
Quadraten  begrenzten  Flächenstücke.*) 


*)  Siehe  S.  99  dieses  Bandes. 


Anmerkungen  und  Zusätze  zum  ersten  Bande. 


Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche. 

Die  zu  dieser  Abhandlung  gehörenden,  schon  bei  der  ersten  Ver- 
öffentlichung zu  derselben  hinzugefügten  Anmerkungen  befinden  sich 
in  dem  auf  den  Seiten  109  — 125  dieses  Bandes  abgedruckten  Anhange. 
Zur  leichteren  Auffindung  wird  im  Nachstehenden  für  jede  dieser 
Anmerkungen  angegeben,  auf  welcher  Seite  dieselbe  zu  finden  ist. 
Zu  Seite    8,    Anm.    1)     siehe  Seite  110  dieses  Bandes. 

„     12,    Anm.    2)      „  „     110      .,  „  und  Seite 66-68 

des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
„        „     13,    Anm.    3)    siehe  Seite  110  dieses  Bandes  und  Seite  78 

des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 
„        „     14,    Anm.    4)    siehe  Seite  110  dieses  Bandes. 
„        „     16,    Anm.    5)       „  „     111      „  „ 

„     19,    Anm.    6)       „  „     111      „ 

„        „     19,    Anm.    7)       „  „     111      „  „ 

„        y,     23,   Anm.    8)       ^  „     111 — 113  dieses  Bandes. 

„        „     ^,   Anm.    9)       „  w     113  dieses  Bandes. 

„        „    31,   Anm.  10)      „         „     113      „  „ 

Zusatz  zu  Seite  32,  Zeile  1 — 4  von  unten. 

Die  Function  %{s),  von  welcher  in  dieser  Abhandlung  an  einigen 
Stellen  Gebrauch  gemacht  wird,  hat  für  den  betrachteten  speciellen 
Fall  nicht  völlig  analoge  Bedeutung,  wie  die  in  der  Abhandlung 
des  Herrn  Weierstrass  „Untersuchungen  über  die  Flächen,  in  de- 
nen die  mittlere  Krümmung  überall  gleich  0  ist"  (Monatsberichte  der 
Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang  1866, 
Seite  619)  für  Minimalflächen  im  Allgemeinen  erklärte  Function  '^{s).— 
Um  Uebereinstimmung  der  beiden  Bezeichnungen  herbeizuführen,  müsste 
in  allen  Formeln   der  Abhandlung   „Bestimmung  einer  speciellen  Mi- 
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niraalfläche",  in  denen  von  der  Bezeichnung   i^{s)    Grebrauch  gemacht 
wird,  |5(s)  an  die  Stelle  von  i^(s)  gesetzt  werden. 
Zu  Seite  35,  Anm.  11)  siehe  Seite  113  dieses  Bandes. 

„       „     49,  Anm.  12)       „        „    114      „ 

,,       „     49,  Anm.  13)       „         „    116      „  „ 

„       .,     58,  Anm.  14)       „         „    116       „  „ 

Zusatz  zu  Seite  75,    Zeile  3  von  unten. 

Ob   die  Grestalt  der   an   dieser  Stelle   oder  die   Gestalt  der  auf 
Seite  137   dieses  Bandes    mitgetheilten    Gleichung    der  untersuchten 
Minimalfläche  einfacher  ist,  kann  dahingestellt  bleiben. 
Zu  Seite  76,  Anm.  15)  siehe  Seite  118  dieses  Bandes. 

„       „     82,  Anm.  16)       „         „     118 

„       „     86,  Anm.  17)       „         „     118 

„       „     88,  Anm.  18)       „         „     118 

„       „     88,  Anm.  19)       „         „     119 

„       „     89,  Zeile  1—3  von  unten,    und 

„       „     90,      „      4—6  von  oben   siehe  die  Anmerkung  zu  Seite  32 
auf  Seite  317  dieses  Bandes. 

„       „     90,  Anm.  20)   siehe  Seite  119  dieses  Bandes. 

„       „     91,  Anm.  21)       „        „     120 

„       „     92,  Anm.  22)       ,,         ,,     123         „  „ 

Zusatz  zu  Seite  95,   Zeile  16  von  oben. 

Die  Gleichung  aller  dieser  Flächen  kann  in  die  Form   k^v  =  1 
gesetzt  werden.     Siehe  Seite  136  und  folgende  dieses  Bandes. 
Zu  Seite  96,  Anm.  23)  siehe  Seite  123  dieses  Bandes. 
„      „    96,  Anm.  24)      „        „     123 

Zusatz  zu  Seite  99,    Zeile  8  von  oben. 

Eine  genauere  hierauf  bezügliche  Untersuchung  ist  in  den  Arti- 
keln 8,  9  und  10  der  Abhandlung  „lieber  specielle  zweifach  zusam- 
menhängende Flächenstücke,  welche  kleineren  Flächeninhalt  besitzen, 
als  alle  benachbarten,  von  denselben  Randlinien  begrenzten  Flächen- 
stücke^^,  Seite  304  und  folgende  dieses  Bandes,  enthalten. 
Zu  Seite  99,  Anm.  25)  siehe  Seite  124  dieses  Bandes. 

;,       ;,  101,  Anm.  26)       „         „     124 

„       ;,  103,  Zeile  12  von  unten  siehe  Seite  187  dieses  Bandes. 

;,       ;,  108,  Anm.  27)  siehe  Seite  125  dieses  Bandes. 
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Zusats  eu  Seite  111,  'Änm.5). 

Der  an  dieser  Stelle  ausgesprochene  Lehrsatz  und  ein  mit  dem- 
selben in  naher  Verbindung  stehender  Lehrsatz  (siehe  Seite  130  die- 
ses Bandes,  Zeile  6  —  14  von  oben)  war  Gegenstand  einer  dem  Phy- 
siker J.  Plateau  im  Jahre  1870  vom  Verfasser  gemachten  briefli- 
chen Mittheilung,  welcher  dieser  hochverdiente  Forscher  grosses  In- 
teresse entgegengebracht  hat.  Siehe  J.  Plateau,  Statique  experimentale 
et  theorique  des  Liquides  sownis  aux  seules  forces  moUculaires  ^  tome  I. 
p.  235—236. 

Zusats  zu  Seite  123,    Anm.  23). 

Siehe  das  in  der  vorhergehenden  Anmerkung  angeführte  Werk 
von  J.  Plateau,  tome  L  p.  229-230. 

Fortgesetzte  Untersuchungen  über  specielle  Minimal- 
flächen. 

Zusatz  zu  Seite  126,  Zeile  2  ton  unten. 
Man   sehe    die  von  Hattendorff  verfasste  Einleitung   zu   der 
posthumen   Abhandlung  Riemann's:    lieber    die  Fläche  vom  klein- 
sten Lihalt  bei  gegebener  Begrenzung,  Abhandlungen  der  Königlichen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Band  13,  Seite  6. 
Zu  Seite  129,    Zeile  1  von  unten. 
Dieser  Satz  ist,    wenn  ich  nicht  irre,    zuerst  von  E.  Lamarle 
ausgesprochen  worden.     Siehe  Seite  229  dieses  Bandes. 
Zu  Seite  130,    Zeile  6—14  von  oben. 
Siehe  die  Anmerkung  zu  Seite  111. 

Zusatz  zu  Seite  131,  Zeile  17  von  oben. 
Ist  der  Bereich  des  Argumentes  m,  welchem  das  betrachtete  ein- 
fach zusammenhängende  Minimalflächenstück  entspricht,  eine  von  der 
Axe  des  Beeilen  der  Ebene  (m)  begrenzte  Halbebene,  so  sind  die 
ausserwesentlich  singulären  Werthe  des  Argumentes  u  die  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten. 

Bezeichnet    f  die  Zahl   der  Aufeinanderfolgen  gleichartiger  Ket- 
tenglieder (die  Zahl  der  Folgen), 
w  die  Zahl  der  Aufeinanderfolgen  ungleichartiger  Ket- 
tenglieder (die  Zahl  der  Wechsel), 
so  ist  die  erwähnte  algebraische  Gleichung  vom  Grade 

/•-fftü-4. 
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Der  angeführte  Lehrsatz  gestattet,  wie  ich  gefunden  habe,  fol- 
gende Verallgemeinerung:. 

Wenn  die  im  Artikel  2  (siehe  Seite  130  dieses  Bandes)  angege- 
benen G-renzbedingungen  der  Art  nach  aufrecht  erhalten  werden,  wo- 
bei jedoch  an  die  Stelle  einer  zusammenhängenden  geschlossenen 
Kette  eine  gewisse  Anzahl  zusammenhängender  geschlossener  Ket- 
ten treten  kann,  während  an  die  Stelle  des  einfach  zusammenhän- 
genden Minimalflächenstückes  ein  Minimalflächenstück  tritt,  für  wel- 
ches die  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  den  Werth  r  hat,  so  ist 
die  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  ausserwesentlich  sin- 
gulären  Werthe  des  Argumentes  ergeben,  vom  Grade 


Bei  der  Bestimmung  dieses  Grades  ist  von  mir  nur  der  Fall  be- 
rücksichtigt worden,  in  welchem  das  betrachtete  Minimalflächenstück 
in  dem  Sinne  zwei  von  einander  verschiedene  Seiten  besitzt,  dass 
es  ohne  Ueberschreitung  der  Randlinie  nicht  möglich  ist,  durch  ste- 
tigen TJebergang  von  einer  Seite  des  Flächenstückes  zur  anderen  zu 
gelangen.  In  dem  betrachteten  allgemeineren  Falle  tritt  an  die  Stelle 
der  Halbebene  für  den  Fall  des  einfach  zusammenhängenden  Minimal- 
flächenstückes eine  von  r  übereinanderliegenden  Halbebenen  gebildete 
Riemannsche  Fläche,  welche  in  ihrem  Inneren,  allgemein  zu  reden, 
2**— 2  Windungspunkte  erster  Ordnung  besitzt. 

Herr  W.  D  y  c  k ,  welchem  ich  die  angeführte  Formel  für  die  An- 
zahl der  ausserwesentlich  singulären  Werthe  des  Argumentes  u  mit- 
getheilt  habe ,  hat  durch  Anwendung  einer  ihm  eigenthümlichen  Be- 
trachtungsweise (siehe  Mathematische  Annalen,  Band  32,  S.  472 — 512) 
gefunden,  dass  sich  die  Geltung  dieser  Formel  auch  auf  den  Fall  solcher 
Minimalflächenstücke  erstreckt,  für  welche  es  möglich  ist,  bei  stetigem 
Fortschreiten  im  Inneren  des  Flächen stückes  ohne  Ueberschreitung  des 
Randes  von  jeder  der  beiden  Seiten  des  Flächenstückes  auf  die  an- 
dere Seite  überzugehen.  Die  Bedeutung  der  Zahl  r  ist  hierbei  ent- 
sprechend den  a,  a,  0,  Seite  483— 485  angegebenen  Formeln  (4)  und  (7) 
zu  modificiren. 

Den  ausserwesentlich  singulären  Werthen  des  Argumentes  ent- 
sprechen, allgemein  zu  reden,  solche  Punkte  des  Minimalflächenstückes, 
durch  welche  mehr  als  zwei  Asymptotenlinien  hindurchgehen. 

Die  einfachste  Art  solcher  Punkte  ist  auf  Seite  17  dieses  Bandes 
(Zeile  7—13  von  unten)  beschrieben.    Lässt   man   die  Voraussetzung 
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fallen,  dass  die  Constanten  a  und  b  in  den  Reihen,  durch  welche  die 
Grössen  s  und  0{u)  ausgedrückt  werden,  reelle  Werthe  haben,  so 
besitzt  das  entsprechende  Minimalflächenstück  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  Haupttangentencurven ,  welche 
durch  den  dem  Werthe  w  =  0  entsprechenden  Punkt  des  Minimalflä- 
chenstückes  hindurchgehen,    gerade  Linien  sind. 

Die  hierbei  sich  ergebende  Singularität  eines  Minimalflächenstückes 
entspricht  einer  einfachen  Wurzel  der  erwähnten  algebraischen 
Grleichung,  vorausgesetzt,  dass  diese  Wurzel  mit  keinem  derjenigen 
singulären  Werthe  des  Argumentes  zusammenfällt,  denen  eine  Ecke 
des  betrachteten  Minimalflächenstückes  entspricht. 

Höhere  Singularitäten  können  dadurch  entstehen ,  dass  entweder 
zwei,  oder  mehrere  Wurzeln  der  erwähnten  algebraischen  Gleichung 
mit  einander  zusammenfallen,  oder  dadurch,  dass  eine  oder  mehrere 
dieser  Wurzeln  mit  einem  derjenigen  Werthe  des  Argumentes  zu- 
sammenfallen, welchen  eine  Ecke  des  betrachteten  Minimalflächen- 
stückes entspricht. 

Sehr  interessante  nähere  Ausführungen  hierüber  enthält  eine  Ab- 
liandlung  des  Herrn  E.  E.  Neovius:  „Untersuchung  einiger  Singu- 
laritäten, welche  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  von  Minimal- 
flächenstücken  auftreten  können,  deren  Begrenzung  von  geradlinigen 
Strecken  gebildet  wird."  Acta  societatis  scientiarum  Fennicae,  tomus 
XVI,  p.  531-553. 

Zusatz  zu  Seite  137,  Zeile  15  von  oben. 
In  einer  im  14ten  Bande  der  Zeitschrift  .,The  Quarterly  Journal 
of  pure  and  applied  Mathematics   p.  190—196  (1876)"  veröff'entlichten 
Abhandlung  „On  a  special  surface   of  minimum  area"  beschäftigt  sich 
Herr  Cayley  mit  folgender  Aufgabe: 

We  may  enquire  ivheter  there  exists  a  surface  of  minimum  area 

ivherc  the  defermining  equations  are 

r  =  ak'  +  bl'-{-c. 
fi"  =  aii*-\-b(i'-\-c, 
v"^  =  ttv* -|- ftv'*  +  c, 

Schwarz,  Gesammelte  Abhandlangen.  I.  ^1 
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Herr  Cayley  spricht  sich  über  das  Ergebniss  seiner  Untersu- 
chung folgendermassen  aus:  I  find  that  (he  coefßcients  a,  b,  c  must 
satisfy  four  homogeneous  quadric  equations ,  which,  in  fact,  admit  of  si- 
muUaneous  Solution,  and  that  in  three  distinct  ways,  vis.  assuming  a  =  1, 
the  Solutions  are 

a  =  1,    &  =     f ,    c  =      1, 

a  =  1,    b  =  —2,    c  —      1, 

a  =  1,     b  =  _|,     c  =  -I 
that  is, 

r=  A*  +  -f  A^  +  1  =  |(|-A*  +  |A==  +  |), 

which  gives  Schwaris's  surface; 

A'=»=  /,*-2X'+l  or  A'=  ±(A^-1), 
which,  it  is  easy  to  see,  gives  only  x  +  y  +  s  =  const.;  and 

A'^=  A*-|r-i  =  (A^-l)(A'+i), 

which  is  a  surface  similar  in  its  nature  to  Schwarzes  surface. 
Hierzu  kann  Folgendes  bemerkt  werden. 


Wenn 

von  der 

Grleichung 

l  +  fiv 

+  vX  +  Xii 

durch  die  Substitutionen 

A  = 

1-A/     ^ 

^   1  +  f*. 

—     1  +  ^x 

zu  der  Gleichung 

A,/[tjVj  =  1 

übergegangen  wird,    so  geht  die  Differentialgleichung 

A'*  =  ar  +  bl'  +  c 
in  die  Differentialgleichung 

U['  =  (a  +  &  +  c)A*+4(a-c)A^+(6a-2&  +  6c)Aj  +  4(a-c)A,+  (a  +  &+c) 

über,   welche  in  den  drei  von  Herrn  Cayley  aufgefundenen  Fällen 
folgende  Formen  annimmt: 

I.      A;^=i(A:+Ai+i), 
n.      a;  =  ±A,, 
ni.       a;^=  aa,(aj+a,  +  1). 
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Wenn  in  dem  letzten  dieser  drei  Fälle  A,  =  A^,  f*,  =  ^2,  v,  =  v* 
gesetzt  wird ,  so  zerfällt  die  Grleichung  A,  f^^v^  =  1  in  die  beiden 
Grleichnngen  A^ft^v^  ==  +1  ^^^  Ki^i^2  =  ~1>  während  die  Diiferen- 
tialgleichung  die  Form  A^^  =  {(AJ  +  Aj  +  l)  annimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  also,  dass  zwar  in  dem  dritten  der  von 
Herrn  Cayley  betrachteten  Fälle  die  betrachtete  Gleichung,  sobald 
die  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  auftretenden  In- 
tegrationsconstanten  bestimmte  Werthe  erhalten  haben,  zwei  von 
einander  der  Lage  nach  verschiedene  analytische  Flächen  darstellt, 
dass  aber  beide  analytische  Flächen  —  von  der  absoluten  Grösse  der 
einzelnen  Theile  abgesehen  —  genau  dieselbe  Gestalt  besitzen, 
wie  in  dem  ersten  der  von  Herrn  Cayley  betrachteten  Fälle,  also 
dieselbe  Gestalt ,  wie  die  in  der  Abhandlung :  „Bestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche"  untersuchte  Minimalfläche,  beziehungsweise 
wie  die  durch  Biegung  derselben  entstehende  Fläche. 


Zusatz  m  Seite  137,   Zeile  18  von  oben. 

Man  verdankt  Herrn  Weingarten  die  Entdeckung  einer  be- 
merkenswerthen  Eigenschaft  der  in  dieser  Abhandlung  untersuchten 
speciellen  Minimalflächen. 

Diese  speciellen  Minimalflächen  bilden  nämlich,  wie  Herr  Wein- 
garten gefunden  hat,  die  allgemeinste  Familie  von  Miniraalflä- 
chen,  deren  Gleichung,  unter  der  Voraussetzung,  dass  x,  y,  z  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  bezeichnen,  in 
die  Form 

3^4-9  +  3  =  0 

gesetzt  werden  kann,    wo  3£  eine  Function  von  x^   ^  eine  Function 
von  y,   3  6"i6  Function  von  z  bedeutet. 

Siehe  die  Abhandlung  des  Herrn  Weingarten:  ;, lieber  die 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  X-f^-f-3  =  0  darstellbaren 
Minimalflächen",  Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  der  Georg  -  Augusts  -  Universität  zu  Göttingen, 
Jahrgang  1887,  Seite  272-275. 


21* 
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Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  von  Minimalflächenstücken  im  Allgemei- 
nen und  von  Theilen  der  Schraubenfläche  im  Besonderen. 

Zusaiz  zu  Seite  151. 

Hinsiclitlicli  dieser  Abhandlung  ist  auf  das  hinzuweisen,  was  auf 
den  Seiten  234,  235,  274  und  276  dieses  Bandes  bezüglich  dieser  Ab- 
handlung gesagt  ist. 

Zusatz  zu  Seite  152,   Zeile  17  von  oben. 

Das  Minimalflächenstück  M  (siehe  Seite  3  und  Seite  33  dieses 
Bandes)  besitzt  nicht  nur  unter  allen  demselben  hinreichend  nahe 
liegenden,  von  demselben  Vierseil^ begrenzten ,  einfach  zusammenhän- 
genden Flächenstücken ,  sondern  überhaupt  unter  allen,  von  diesem 
Vierseit  begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken  den 
kleinsten  Flächeninhalt.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  bewiesen 
werden. 

Die  Oberfläche  des  Tetraeders  A  B  CD  (siehe  Tafel  1) ,  dessen 
vier  Kanten  AB,  BC,  CD,  DA  die  vollständige  Begrenzung  des  Mi- 
nimalflächenstückes  M  bilden,  theilt  den  unendlichen  Raum  in  zwei 
Theile,  das  Innere  und  das  Aeussere  des  Tetraeders. 

Das  Innere  des  Tetraeders  möge  mit  R  bezeichnet  werden. 

Man  denke  sich  nun  eine  Seh  aar  von  Minimalflächenstücken  con- 
struirt,  welche  den  Raumtheil  R  lückenlos  erfüllt  und  welche  der 
auf  S.227  dieses  Bandes  angegebenen  Forderung  entspricht. 

[Eine  solche  Schaar  ergibt  sich  zum  Beispiel  durch  Translation 
des  Minimalflächenstückes  M  parallel  der  -s'-Axe  des  Coordinaten- 
systems,   also  parallel  der  Richtung  der  Strecke  IK.] 

Durch  die  auf  S.235  dieses  Bandes  angegebene  Beweisführung 
wird  nachgewiesen,  dass  das  Minimalflächenstück  M  kleineren  Flä- 
cheninhalt besitzt,  als  jedes  andere,  von  demselben  Vierseit  begrenzte, 
einfach  zusammenhängende  Flächenstück  F,  dessen  Punkte  ohne  Aus- 
nahme dem  Inneren,  beziehungsweise  der  Begrenzungsfläche  des  Raum- 
theiles  R  angehören. 

Dieselbe  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt  nun  das  Minimalflä- 
chenstück ifef  gegenüber  allen  einfach  zusammenhängenden,  von  dem- 
selben Vierseit  AB  CD  begrenzten  Flächenstücken  F,  auch  wenn 
Theile   dieser   Flächenstücke  ausserhalb  des  Raumtheiles   R  liegen. 
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Denn  es  ist  stets  möglich,  an  die  Stelle  der  Gesammtlieit  aller  ausser- 
halb R  liegenden  Theile  eines  der  betrachteten  Flächenstiicke  F, 
ohne  Aufhebung  des  Zusammenhanges  dieses  Flächenstückes  ein  ebe- 
nes Fläclienstück ,  oder  mehrere  ebene  Flächenstücke  treten  zu  las- 
sen, welche  ganz  in  der  Begrenzungsfläche  des  Raumtheiles  R  liegen, 
und  deren  Gresammttiächeninhalt  kleiner  ist  als  der  Gesaramtflächen- 
inhalt  der  ausserhalb  des  Raumtheiles  B  liegenden  Theile  des  be- 
trachteten Flächenstückes  F. 

Ein  ganz  analoger  Beweis  führt  zu  dem  analogen  Ergebnisse  für 
die  übrigen  auf  Seite  152  dieses  Bandes,  Zeile  9—17  von  unten,  auf- 
gezählten Minimalflächen  stücke. 

Wegen  einiger  Einzelheiten  bei  diesem  Beweise  nehme  ich  Bezug 
auf  die  im  Capitel  VI  der  Dissertation  des  Herrn  F.  Bohnert, 
..Bestimmung  einer  speciellen  periodischen  Minimalfläche,  auf  welcher 
unendlich  viele  gerade  Linien  und  unendlich  viele  ebene  geodätische 
Jinien  liegen,'"   Gröttingen  1888.  enthaltenen  näheren  Ausführungen. 

Zusatz  zu  Seite  164,  Zeile  9  von  oben. 
Zur  Vervollständigung   dieses  Systems   von  Grleichungen   können 
folgende  Gleichungen  dienen: 

{ss,+lfdX  =  .  {l-s\)ds  +  (X-s')ds,, 
{ss.JtVf'dY  =  -«(l-}-Si)(^s  +  *(l+s')<?5,, 
{ss,+\fdZ  =        2s,ds      4-       ^sds,. 

Zusatz  zu  Seite  163,  Zeile  13  von  oben. 
Durch  eine  anderweitige  Untersuchung  hat  sich  ergeben,  dass 
das  betrachtete  Stück  der  Schraubenfläche  auch  in  diesem  Grenzfalle 
noch  die  Eigenschaft  hat,  kleineren  Flächeninhalt  zu  besitzen,  als 
alle  demselben  hinreichend  nahe  liegenden,  von  derselben  Eandlinie 
begrenzten  Flächenstücke.     Siehe  Seite  269  dieses  Bandes. 

Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen. 

Zusatz  zu  Seite  168,  Zeile  9  von  oben. 

.,  Allen  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  in  jedem  ihrer  Punkte 
gleich  0  ist,  kommt  die  Eigenschaft  zu,  dass  sich  Stücke  derselben 
abgrenzen  lassen,  welche  unter  allen,  je  von  denselben  Randlinien 
begrenzten  Flächenstücken  den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzen.'' 
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Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  durch  folgenden  Beweis 
dargethan  werden. 

Es  sei  Pp  ein  nicht  singulärer  Punkt  einer  krummen  Fläche, 
deren  mittlere  Krümmung  in  jedem  ihrer  Punkte  gleich  0  ist.  Man 
betrachte  ein,  den  Punkt  P„  in  seinem  Inneren  enthaltendes  Stück 
dieser  Fläche,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  es  erstens  keinen  sin- 
gulären  Punkt  enthält,  zweitens,  dass  die  in  den  Punkten  dieses 
Flächenstückes  nach  derselben  Seite  hin  construirten  Normalen  mit 
der  Normale  im  Punkte  P^  spitze  Winkel  einschliessen. 

Man  denke  sich  nun  eine  S  c  h  a  a  r  von  Flächenstücken  construirt, 
welche  aus  dem  betrachteten  Flächenstücke  durch  eine  Translation 
entsteht,  bei  welcher  alle  Punkte  desselben  gerade  I^iinien  beschrei- 
ben, die  der  im  Punkte  P„  construirten  Normale  parallel  sind. 

Diese  Schaar  von  Flächenstücken  erfüllt  einen  gewissen  Theil  R 
des  Raumes. 

Hierauf  denke  man  sich  ein  convexes  Polyeder  construirt ,  wel- 
ches den  Punkt  P^  in  seinem  Inneren  enthält  und  dessen  Oberfläche 
ganz  im  Inneren  des  Raumtheiles  R'  liegt.  Der  von  diesem  Polyeder 
begrenzte  Theil  des  Raumes  werde  mit  B  bezeichnet. 

Der  im  Inneren  des  Raumtheiles  R  liegende  einfach  zusammen- 
hängende Theil  M  des  betrachteten  Flächenstückes  besitzt  kleineren 
Flächeninhalt,  als  alle  einfach  zusammenhängenden,  von  derselben 
Randlinie  begrenzten  Flächenstücke. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  ganz  ana- 
log dem  Beweise ,  welcher  in  der  Anmerkung  zu  Seite  152  (siehe 
Seite  324  dieses  Bandes)  angedeutet  ist. 

Zusatz  SU  Seite  175,   Abschnitt  III. 

G-ibt  man  dem  Parameter  a  den  "Werth  n,  so  gehen  x,  y,  s  be- 
ziehlich  in  —  a?,  —y,  —s  über;  jedes  einfach  zusammenhängende  Mi- 
nimalflächenstück  geht  also ,  wenn  der  Parameter  a  das  Intervall 
0  •  •  •  jr  durchläuft,  in  ein  anderes  über,  welches  dieselbe  Gestalt  be- 
sitzt, wie  das  Spiegelbild  des  ursprünglichen. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz:  Jedes  einfach  zusammenhängende 
Minimalflächenstück  kann  durch  Biegung  auf  stetige  Weise  in  die 
Gestalt  seines  Spiegelbildes  übergeführt  werden,  so  dass  dasselbe 
während  der  Biegung  nicht  aufhört,  ein  Minimalflächenstück  zu  bleiben. 

Zusatz  zu  Seite  178. 
Die  Bestimmung  der  Grösse  des  Flächeninhalts  jedes  bestimmten 
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Minimalflächenstückes  M  wird  durch  die  an  dieser  Stelle  mitgetheilte 
Formel  grundsätzlich  auf  die  Berechnung  eines  einfachen ,  längs  der 
Begrenzung  des  Flächenstückes  M  zu  erstreckenden  Integrals  zurück- 
geführt. Diese  Zurückführung  auf  ein  einfaches  Integral  hat  der 
Verfasser  aus  dem  in  Riemann's  posthumer  Abhandlung  „lieber 
die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begrenzung '^  (Bern- 
hard Eiemann,  Gesammelte  Werke,  Seite  289  — 291)  mitgetheil- 
ten  Lehrsatze  hergeleitet  und  eine  geometrische  Deutung  dieses  ein- 
fachen Integrals  mittelst  der  Flächenelemente  einer  Kegelfläche  hin- 
zugefügt. 

Die  Betrachtung  der  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Coordinatenanfangspunkte  zusammenfällt,  gewährt  zugleich  bei  Zu- 
hülfenahme  einer  Schaar  von  Minimalflächenstücken ,  welche  zu  dem 
gegebenen  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt  als  Aehnlich- 
keitspunkt  ähnliche  Lage  haben,  die  Möglichkeit,  mit  fast  elementa- 
ren Hülfsmitteln  zu  beweisen,  dass  die  Bestimmung  des  Flächenin- 
lialts  eines  Minimalflächenstückes  allgemein  auf  die  Berechnung 
eines  einfachen  Integrals  ^ Tcos oj d/"  zurückgeführt  werden  kann,  wie 
am  Schlüsse  des  Abschnittes  IV  der  Miscellen  (siehe  Seite  179  die- 
ses Bandes)  angegeben  worden  ist.  Hierbei  kann  zugleich  eine  von 
Gauss  herrührende  Formel  (vergl.  in  Bezug  auf  diese  Formel  das 
auf  Seite  127  dieses  Bandes  Gesagte)  angewendet  werden. 

In  der  Abhandlung  von  Michael  Roberts  Sur  les  surfaces  dont 
les  rayons  de  courbure  sont  egaux,  mais  diriges  en  sens  opposes,  Liou- 
ville,  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees^  tome  XI,  p.  300 — 312, 
findet  man  ebenfalls  eine  auf  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts  von 
Minimalflächenstücken  sich  beziehende  Formel  (p.  304,  ligne  4  en 
descendant),  in  welcher  nur  einfache  Integrale  vorkommen.  Auf  diese 
Formel  findet  indessen  eine  im  Art.  2  der  posthumen  Abhandlung 
Riemann's  über  Minimalflächen  (Bernhard  Riemann,  Gesam- 
melte Werke,  Seite  285,  Zeile  7  von  oben)  enthaltene  allgemeine 
Behauptung  Anwendung. 

Dass  die  Bestimmung  der  Grösse  des  Flächeninhalts  eines  Mini- 
malflächenstückes allgemein  auf  die  Berechnung  eines  einfachen 
Integrals  zurückgeführt  werden  kann,  ergibt  sich  ohne  Weiteres, 
wenn  eine  von  Jellett  im  Jahre  1853  mitgetheilte  Formel  auf  ein 
Minimalflächenstück  angewendet  wird.  (J.  H.  Jellett,  Sur  la  sur- 
face  dont  la  courhure  nioyenne  est  constante,  Liouville,  Journal  de  Ma- 
thmatiques  pures  et  appliquees,  tome  XVIII,  p.  J163— 167.) 
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Diese  Formel  besagt  Folgendes : 

Es  mögen  x,  y,  s  die*  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  eines  Flächenstückes  bezeichnen ,  wobei  die  Coordinate  z  als 
Function  der  beiden  anderen  Coordinaten  x  und  y  betrachtet  werden  soll. 
Den  Grössen  p,  q,  r,  s,  t,  P,  ^  +  -^,  ^  rj,  dS,  S  ist  die  durch  die 
Grleichungen 

p  ^   z-px-qy       _1_  ,  _!_  ^       {'^+q')r-2pqs  +  {l+p^t^ 

I  =  _^p_^\/rrpT?,   >?  = -gP-2/ViT7T? 

cZ5  =  \/i~+?+7f?^%,     /S  =   f  f\/l+p'  +  q'dxdy 

erklärte  Bedeutung  beizulegen. 

In  dem  angegebenen  Doppelintegrale  ist  die  Integration  über  alle 
Eleijiente  des  betrachteten  Flächenstückes  zu  erstrecken. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  besteht  die  Gleichung 

aus  welcher  sich  durch  Integration  ergibt 

2S=  jjp{~-\-^^dS+j{ndx-Uy\ 

Hierbei  ist  das  Doppelintegral  auf  der  rechten  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  über  alle  Elemente  des  betrachteten  Flächen- 
stückes ,  das  einfache  Integral  in  dem  aus  der  Herleitung  der  For- 
mel sich  ergebenden  Sinne  über  alle  Elemente  der  Begrenzungslinie 
zu  erstrecken. 

"Wird  die  vorstehende,  von  Jellett  gegebene  Formel  auf  ein 
Minimalflächenstück  angewendet,  so  ergibt  sich  der  angegebene  Satz. 

Derselbe  Satz  kann  auch  auf  folgende  Weise  bewiesen  werden. 
Man  denke  sich  für  jeden  Punkt  des  betrachteten  Flächenstückes  die 
Normale  construirt  und  von  diesem  Punkte  aus  nach  derselben  Seite 
des  Flächenstückes  hin  eine  Strecke  von  der  Länge  h  abgetragen. 
Wird  der  körperliche  Inhalt  des  auf  diese  Weise  entstehenden  Körpers 
mit  V  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
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+ 


\XYZ 

ih       \  X   y   z 

I  äx  dtf  dz 


X   Y  Z 


X     y    z 
dXdYdZ 


In  dieser  Gleichung  bedeuten  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  der  Fläche  mit  den  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  einschliesst.  Die  Grösse  P  hat  den  Werth  P  =  Xx  +  Yy  +  Zz. 
Die  Doppelintegrale  sind  über  alle  Elemente  des  betrachteten  Flächen- 
stückes, die  einfachen  Integrale  sind  über  alle  Elemente  der  Begren- 
zungslinie  desselben  zu  erstrecken. 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  mit  h  und  mit  h'  mul- 
tiplicirten  Glieder  ergeben  sich  die  Gleichungen 

I  dxßy  dz 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  die  erste,  wenn  -ü-+-d~  =  ^ 

gesetzt  wird ,   die   auf  Seite  178   dieses  Bandes   angegebene   Formel 
tür  den  Flächeninhalt  eines  Minimalflächenstückes. 

Die  zweite  Gleichung ,  welche  als  eine  Verallgemeinerung  einer 
anderen  in  derselben  Je llett  sehen  Abhandlung  mitgetheilten  Gleichung 
angesehen  werden  kann ,  führt  zu  dem  Ergebniss ,  dass  für  jedes 
Minimalflächenstück  die  Berechnung  des  "Werthes  des  Doppelintegrals 

yp  j.    allgemein  auf  die  Berechnung  des  Werthes  eines  einfachen 

Integrals  zurückgeführt  werden  kann. 


//: 
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Zusats  SU  Seite  179,  Äbschniti  V. 
Man  vergleiche  hiermit  die  ausführliche  Darstellung,  welche  Herr 
Gr.  Darboux  über  dieselbe  Untersuchung  gegeben  hat.  (Gr.  Dar- 
be u  x ,  Legons  sur  la  theoric  generale  des  surfaces  et  les  appUcations 
geometriques  du  calcul  infinitesimal,  Premiere  Partie,  Livre  III,  Chap.  VIII, 
p.  388—404.  Paris  1887.) 

Zu  Seite  183,   Zeile  6  von  unten. 

Die  Frage  nach  der  niedrigsten  Klassenzahl  für  reelle  algebraische 
Minimalflächen  ist  von  Herrn  L.  Henneberg  beantwortet  worden. 
Siehe  die  Abhandlung  desselben :  Bestimmung  der  niedrigsten  Klassen- 
zahl der  algebraischen  Minimalflächen,  Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata  11^  serie,  tomo  IX*',  p.  54 — 57.  Man  vergleiche  auch  die 
Abhandlung  des  Herrn  S.  Lie;  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimal- 
flächen, Mathematische  Annalen,  Band  14,  Seite  354,  und  die  Abhand- 
lung des  Herrn  R.  Stur  m :  Rein  geometrische  Untersuchungen  über 
algebraische  Minimalfläclien,  Journal  für  reine  und  argewandte  Mathe- 
matik, Band  105,  Seite  117. 

Die  Frage  nach  der  niedrigsten  Ordnungszahl  für  reelle  alge- 
braische Minimalflächen  ist  von  Herrn  S.  Lie  der  Beantwortung 
näher  gebracht  worden.  Siehe  die  vorhin  angeführte  Abhandlung 
desselben  a.  a.  0.  Seite  395. 

Zusatz  SU  den  Seiten  186  und  187. 

Siehe  Seite  200  und  Seite  220  dieses  Bandes. 

Die  Aufgabe :  Alle  Minimalflächen  zu  bestimmen ,  welche  eine 
Schaar  reeller  Kreise  enthalten,  gestattet  folgende  Lösung. 

In  Folge  der  Eigenschaft  der  gesuchten  Minimalflächen ,  eine 
Schaar  reeller  algebraischer  Curven  zu  enthalten ,  ist  die  Function 
gX«)  iur  jede  derselben  eine  algebraische  Function  des  Argumentes  s. 
Hieraus  ergibt  sich  zunächst  der  leicht  zu  beweisende  Satz ,  dass 
jede  der  gesuchten  Minimalflächen  von  der  unendlich  fernen  Ebene 
des  Raumes  überhaupt  nur  in  geraden  Linien  geschnitten  werden 
kann,-  darss  insbesondere  keine  dieser  Flächen  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreis  der  Kugel  enthält.  Da  nun  die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  jedes  Kreises  auf  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise 
liegen,  und  da  diese  analytische  Linie  eine  unzerlegbare  Curve 
zweiten  Grades  ist,  so  können  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreise, 
welche  auf  einer  der  gesuchten  Minimalflächen  liegen ,   eine  unendlich 
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ferne  Linie  der  Fläche  nicht  erzeugen."  Je  zwei  unendlich  benach- 
barte Kreise  der  Schaar  müssen  daher  dieselben  unendlich  fernen 
Punkte  besitzen.  Mit  anderen  "Worten :  Je  zwei  unendlich  benachbarte 
Kreise  der  Schaar  müssen  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Hieraus  ergibt 
sich,  dass  jede  der  gesuchten  Minimalflächen  längs  jedes  Kreises  der 
Schaar  von  einem  Kegel  oder  Cylinder  zweiten  Grrades  berührt  wird. 
Durch  diese  Eigenschaft  ist  aber  die  Gesammtheit  aller  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  reeller  Kreise  enthalten,  bestimmt.  (Siehe  Seite  200 
dieses  Bandes.) 

[Man  vergleiche  den  zuerst  von  Herrn  Geiser  für  algebraische 
Minimalflächen  ausgesprochenen  Satz  (Mathematische  Annalen,  Band  3, 
S.  530 — 534),  welcher  für  alle  Minimalfläclien,  die  eine  Schaar  reeller 
algebraischer  Curven  entlialten,  mit  der  näheren  Bestimmung  gilt, 
dass  keine  dieser  Flächen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Rau- 
mes den  unendlich  fernen  Kugelkreis  gemeinsam  hat.] 

Ebenso  kann  die  Aufgabe  gestellt  werden:  Alle  Minimalflächen 
zu  bestimmen,  welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  enthalten.  Alle 
bis  jetzt  bekannten  Minimalflächen,  welche  eine  Schaar  reeller  Para- 
beln enthalten ,  werden  längs  jeder  Parabel  der  Schaar  von  einem 
Cylinder  berührt.  Herr  Studiosus  Peche  hat  dem  Verfasser  einen 
Beweis  für  den  Satz  mitgetheilt,  dass  jede  Minimalfläche,  welche  eine 
Schaar  reeller  Parabeln  enthält,  die  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 
Durch  diese  Eigenschaft  ist  die  Gesammtheit  aller  Minimalflächen, 
welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  enthalten,  bestimmt.  Jede  Mini- 
malfläche nämlich,  welche  eine  reelle  Parabel  enthält  und  längs  der- 
selben von  einem  Cylinder  berührt  wird,  hat  die  Eigenschaft,  eine 
Schaar  reeller  Parabeln  zu  enthalten. 

Man  kann  diese  Flächen  ohne  Ausnahme  durch  einen  angemesse- 
nen Grenzübergang  aus  denjenigen  Minimalflächen  erhalten ,  welche 
von  einer  Schaar  von  Kegeln  zweiten  Grades  umhüllt  werden. 

Zu  den  Minimalflächen,  welche  eine  Schaar  reeller  Parabeln  ent- 
halten, gelangte  Enneper,  von  der  Aufgabe  ausgehend:  Alle  Mini- 
malflächen zu  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  bei 
der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  conformen  Abbildung  der 
Minimalfläche  auf  die  Kugel  den  Meridianen  der  Kugelfläche  eine 
Schaar  von  ebenen  Curven  der  Minimalfläche  entspricht. 

(A.  Enneper:  lieber  Flächen  mit  besonderen  Meridiancurven, 
Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  Band  29,  Seite  49-50.) 
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Bei   geeigneter  Wahl    des    Coordinatensystems    wird    für    diese 
Minimalflächen  die  Function  i^{s)  durch  die  Grleichung 


5(^)=2-t.  +  «i(|-i-.) 


bestimmt,  in  welcher  a  und  h  zwei  reelle  Constanten  bezeichnen.  Die 
Ebenen  der  Parabeln  schliessen  bei  jeder  von  diesen  Minimalflächen 
mit  einer  festen  Ebene  einen  Winkel  von  constanter  Grrösse  ein. 

Man  vergleiche  die  Abhandlung  des  Herrn  Hj  almar  Tallqvist 
,,Construction  eines  Modelles  einer  speciellen  Minimalfläche."  (Öfver- 
sigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Förhandlingar,   B.  31.) 

Zu  Seite  188,   Ende  des  Abschnittes  IX. 
Siehe  Seite  224 — 240  dieses  Bandes. 

lieber  diejenigen  Minimalflächen,  welche  von  einer  Schaar 
von  Kegeln  zweiten  Grades  eingehüllt  werden. 

Zu  Seite  200,   Zeile  9—25  von  oben. 

Siehe  den  Zusatz  zu  den  Seiten  186 — 187  auf  Seite  330  die- 
ses Bandes. 

lieber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen,  welche 
eine  Schaar  algebraischer  Curven  enthalten. 

Zu  Seite  209,   Zeile  1  von  oben. 
Siehe  Seite  285  des  zweiten  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 

lieber  ein  die  Flächen   kleinsten  Flächeninhalts  betref- 
fendes Problem  der  Variationsrechnung. 

Zusatz  zu  den  Seiten  229 — 234. 
Der  Fundamentalsatz 

F-S  =jJ(l-cosaj)rfF 

kann  auch  wie  folgt  analytisch  bewiesen  werden. 

Es  bezeichne  <p(x,y,2)  einen  Zweig  einer  analytischen  Function 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  P,  eindeutig  erklärt 
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mit  dem  Charakter  einer  ganzen  Function  für  alle,  einem  gewissen 
Theile  7?  des  Raumes  angehörenden  Punkte  P. 

Es  bezeichne  £  einen  variablen  Parameter  und  es  sei 

(p{x,y,g)  =  £ 

die  Grleichung  einer  Schaar  von  Flächenstücken  derselben  constanten 
mittleren  Krümmung. 

Der  angegebenen  Voraussetzung  zufolge  geht  durch  jeden  Punkt 
P  des  Raumtheiles  R  ein  einziges  Flächenstück  der  Schaar  hindurch. 

Wird 

-^fp{x,y,z)  =  (p,{x,y,B)  =  (f.^. 
-^(p{3ö,y,z)  =  (p,{x,y,z)  =  cp,, 


gesetzt ,    so  besteht  für  alle,   dem  Gebiete  R  angeliörenden  Punkte  P 
die  Gleichung 

dX      dY_      öZ  ^ 
dx  "^  dy  '^  dz    ~     ' 

wo  X  eine  Constante  bezeichnet. 

Es  bezeichne 

R'  einen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  analytischer 
Flächen   begrenzten  Theil  des  Gebietes  R, 

V  das  Volumen  desselben, 

F'  den  Flächeninhalt  der  Oberfläche  des  Gebietes  R', 

dY'  =  dxdydz  die  Grösse  eines  Elementes  des  Volumens  V, 

dF'  den  Flächeninhalt  eines  Elementes  der  Oberfläche  des  Ge- 
bietes R'. 

Die  Grösse  ra  werde  erklärt  als  der  Winkel,  den  die  nach  aussen 
gerichtete  Normale  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Gebietes  R' 
mit  der  positiven  Richtung  der  Normale  des  durch  denselben  Punkt 
hindurchgehenden  Flächenstückes  der  betrachteten  Schaar  einschliesst. 

Aus  der  Gleichung 


-V=(fH-f.f)^.... 
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ergibt  sich  durch  Integration  über  alle  Elemente  des  G-ebietes  R'  die 
G-leichung 

XY'  =  ff  cos  (X)d¥', 

wobei  auf  der  rechten  Seite   dieser  Gleichung   die  Integration  über 
alle  Elemente  dF'  der  Oberfläche  des  Gebietes  R'  auszudehnen  ist. 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Theil  der  Oberfläche 
des  Gebietes  R'  von  einem  Flächenstücke  S  der  betrachteten  Schaar 
gebildet  wird,  während  längs  dieses  Theiles  der  Oberfläche  des  Ge- 
bietes R'  der  Winkel  a  den  Werth  0  hat.  Wird  mit  cZF"  ein  Element 
desjenigen  Theiles  F"  der  Fläche  F'  bezeichnet ,  welches  übrig  bleibt, 
wenn  das  Flächenstück  S  von  der  Oberfläche  F'  weggenommen  wird, 
so  ergibt  sich,  wenn  die  Grösse  des  Flächeninhalts  des  Flächenstückes 
S  ebenfalls  mit  S  bezeichnet  wird, 

AV  =  S+ffcosodF". 

Bezeichnet  nunmehr  dF  den  Flächeninhalt  eines  Elementes  eines 
dem  Flächenstücke  S  benachbarten  Flächenstückes  F,  welches 

1)  innerhalb  des  Gebietes  R  liegt, 

2)  von  derselben  Linie  L  begrenzt  wird,  von  welcher  das  Flächen- 
stück S  begrenzt  wird,  und  welches 

3)  die  Eigenschaft  besitzt ,    mit  Hinzunahme  der  Fläche  F"   ein 
Volumen  von  der  Grösse  V  zu  begrenzen, 

so  ergibt  sich 

AV  =  ^cos  0)  dF  +  ff  cos  CO  dY\ 

und  durch  Subtraction 

S  =£fcosG)dF. 

Folglich  besteht,   wenn   die  Grösse   des  Flächeninhalts   des  Flächen- 
stückes F  ebelifalls  mit  F  bezeichnet  wird,  der  Satz 

F-S  =  j[/'(l--cosc3)c?F. 

Zu  diesem  Beweise  ist  Folgendes  zu  bemerken: 
Für  den  Fall,  dass  die  constante  mittlere  Krümmung  der  Flächen- 
stücke der  betrachteten  Schaar  den  Werth  0  hat ,  ist  der  Grösse  A 
der  Werth  0  beizulegen  und  die  dritte  der  angegebenen  Bedingungen 
fortzulassen;  es  ergibt  sich  dann  aus  dem  Vorstehenden  ein  neuer 
Beweis  für  den  auf  Seite  227 ,  Zeile  1  von  oben ,  mitgetheilten  Fun- 
dament aisatz. 
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Ist  hingegen  die  constante  mittlere  Erümmung  der  Flächenstücke 
der  betrachteten  Schaar  nicht  gleich  0,  so  ergibt  sich  aus  dem  Vor- 
stehenden ein  Beweis  für  einen  neuen,  die  Flächen  constanter  mitt- 
lerer Krümmung  betreffenden  Lehrsatz. 

„Das  betrachtete,  von  der  Linie  L  begrenzte,  einer  Fläche  con- 
stanter mittlerer  Krümmung  angehörende  Flächenstück  S,  welches  unter 
Zuhülfenahme  eines  beliebigen ,  von  derselben  Linie  L  begrenzten 
Flächenstückes  F"  einen  körperlichen  Raum  von  dem  Volumen  V 
begrenzt,  besitzt  kleineren  Flächeninhalt,  als  alle  anderen,  dem 
Flächenstück  S  hinreichend  nahe  liegenden,  von  derselben  Uandlinie  L 
begrenzten  Flächenstücke  F,  welche  unter  Hinzunahme  des  Flächen- 
stückes F"  einen  körperlichen  Raum  von  demselben  Volumen  V  be- 
grenzen.'^ 

Man  kann  nun  folgende  Frage  aufwerfen. 

Eine  Fläche  constanter  mittlerer  Krümmung  sei  gegeben. 

Die  Begrenzungslinie  L  eines  bestimmten ,  einfach  zusammen- 
hängenden Stückes  S  dieser  Fläche  sei  zugleich  die  Begrenzungslinie 
eines  zweiten,  einfach  zusammenhängenden  Flächen  Stückes  F",  welches 
ausser  den  Punkten  der  gemeinsamen  Begrenzungslinie  L  mit  dem 
Flächenstücke  S  keinen  Punkt  gemeinsam  hat,  im  Uebrigen  aber 
keiner  Beschränkung  unterliegt. 

Die  Grösse  des  Volumens  des  von  den  Flächenstücken  S  und  F" 
begrenzten  körperlichen  Raumes  werde  mit  V  bezeichnet. 

Man  betrachtet  alle  einfach  zusammenhängenden,  von  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stücken  analytischer  Flächen  gebildeten,  dem 
Flächenstücke  S  hinreichend  nahe  liegenden,  von  der  Randlinie  L 
begrenzten  Flächenstücke  F,  welche  mit  dem  Flächenstücke  F"  zusam- 
men einen  körperlichen  Raum  begrenzen,  dessen  Volumen  die  Grösse 
V  hat. 

Unter  welchen  Bedingungen  besitzt  das  betrachtete  Flächenstück 
S  kleineren  Flächeninhalt  als  alle  übrigen,  den  angegebenen  Bedin- 
gungen genügenden  Flächenstücke  F? 

Eine  erschöpfende  Antwort  auf  diese  Frage  ist  meines  Wissens 
bisher  noch  nicht  gegeben  worden.  Durch  die  angeführte  Schluss weise 
wird  die  angegebene  Frage  wenigstens  für  einen  Theil  der  in  Be- 
tracht kommenden  Fälle  in  bejahenden  Sinne  beantwortet.  Insbeson- 
dere besitzt  das  Flächenstück  S  stets  dann  die  angegebene  Eigen- 
schaft des  Minimums,  wenn  das  sphärische  Bild  des  Flächenstückes  S 
ganz  in  dem  Inneren  einer  Halbkugel  Platz  findet. 
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Zusats  zu  Seite  241.  Zweiter  Theil. 
Die  in  dem  zweiten  Theile  dieser  Abhandlung  mitgetheilten  Unter- 
suclmngen  haben  durch  Herrn  E.  Picard  eine  bemerkenswerthe  Aus- 
dehnung erfahren.  Man  sehe  dessen  Abhandlung:  „Sur  une  classe  d'equa- 
tions  lineaires  aux  derivees  partielles  du  second  ordre,"  Acta  mathematica, 
tome  XII,  p.  323 — 338,  sowie  die  in  den  Comptes  rendus  des  söances 
de  l'Acad^mie  des  sciences  de  Paris,  Deuxieme  semestre  1889,  p.  499— 
501,  enthaltene  Mittheilung  desselben  Gelehrten :  „Sur  la  determination 
des  integrales  de  certaines  equations  aux  derivees  partielles  par  leurs  va- 
leurs  sur  un  contour." 

Zusatz  zu  Seite  368,   Zeile  16  von  oben. 

Ein  ganz  im  Endlichen  liegendes,  zweifach  zusammenhängendes 
Stück  M  einer  Minimalfläche,  welche  von  einer  Schaar  von  Kegeln 
zweiten  Grrades  eingehüllt  wird,  sei  so  beschaifen,  dass  längs  jeder 
der  beiden  Begrenzungslinien  .desselben  die  Fläche  von  je  einer  Ke- 
gelfläche der  Schaar  berührt  wird. 

Die  Untersuchung ,  unter  welchen  Bedingungen  dieses  Flächen- 
stück kleineren  Flächeninhalt  besitzt,  als  jedes  andere,  demselben 
hinreichend  nahe  liegende  und  von  denselben  Begrenzungslinien  be- 
grenzte Flächenstück,  kann  wie  folgt  geführt  werden. 

Auf  Grund  der,  auf  den  Seiten  192—198  dieses  Bandes  mitge- 
theilten Formeln  gehe  man  von  dem  betrachteten  zweifach  zusam- 
menhängenden Minimalflächenstücke  M  zu  dem  sphärischen  Bilde 
desselben  und  von  diesem  zu  der  conformen  Abbildung  des  Flächen- 
stückes M  auf  die  Ebene  {w)  über,  deren  Punkte  die  Werthe  der 
complexen  Grösse  iv  =  u-\-vi  geometrisch  darstellen. 

Ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kann 
man  annehmen,  dass  das  dem  Flächenstücke  M  entsprechende  Gebiet 
der  Ebene  {iv)  von  einem  Parallelstreifen 

v'  <  i)  <  v" 
gebildet  wird,  wobei 

-K'<^  v'  <  0  <  ü"<  K. 

Hierauf  gehe  man  zu  einer  speciellen  Minimalfläche  der  auf  S.  197 
und  S.  198  dieses  Bandes  betrachteten  von  drei  Parametern  a,  ß,  y 
abhängenden  Schaar  von  Minimalflächen  über,  indem  man 

«  =  0,    ß  =  0,    y  =  1 

setzt.    Diese  specielle  Minimalfläche  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Mit- 
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telpunkte  aller  der  betrachteten  Schaar  angehörenden  Kegelflächen  auf 
einer  Geraden,    nämlich  auf  der  Geraden  Xq=  0,   y^=  0  Hegen. 

Das  dem  betrachteten  Minimalflächenstücke  M  entsprechende,  der 
zuletzt  betrachteten  speciellen  Minimalfläche  angehörende  Flächen- 
stück möge  mit  2JJ  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  die  dritten  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  den 
Werthen  v  =  v',  v  =  v"  entsprechenden  einhüllenden  Kegel  bezieh- 
lich  mit  ^0  und  0'^  bezeichnet  werden,  wenn  also 

,  1  „.  ,.-      .  cnv'idoiv'i       „         1  ^.  „..      .  cnv"iänv"i 


gesetzt  wird  (siehe  S.  197,  Zeile  5  von  oben),  so  sind  drei  Fälle 
möglich : 

I.    <  >  <,      II.    <  =  <,      III.    ^;  <  <. 

In  dem  ersten  dieser  drei  Fälle  schneiden  alle  Tangentialebenen 
des  Flächenstückes  9K  die  ^-Axe  ausserhalb  der  Strecke  el<:eQ<:js'^. 
Jeder  dieser  Strecke  angehörende  Punkt  hat  daher  von  allen  Tan- 
gentialebenen des  Minimalflächenstückes  Tl  einen  von  0  verschiede- 
nen Abstand  und  es  besitzt  daher  —  siehe  den  auf  Seite  188  und 
auf  Seite  239  dieses  Bandes  ausgesprochenen  Lehrsatz  —  das  Mini- 
malflächenstück  M  ein  Minimum  des  Flächeninhalts. 

Der  zweite  der  angegebenen  drei  Fälle  entspricht  dem  auf 
Seite  240  dieses  Bandes  unter  II  angegebenen  Grenzfalle.  (Siehe 
auch  Seite  158  und  Seite  265  dieses  Bandes.) 

In  diesem  Falle  besitzt  das  Minimalflächenstück  2)i  nicht  ein 
Minimum  des  Flächeninhalts.  Das  Minimalflächenstück  M  besitzt, 
insofern  auf  dasselbe  die  auf  Seite  267  dieses  Bandes  angegebene 
Schlussfolgerung  Anwendung  findet,  ebenfalls  nicht  ein  Minimum  des 
Flächeninhalts.  Die  beiden  Kegelflächen ,  welche  das  Minimalflächen- 
stück M  längs  der  Begrenzung  desselben  berühren,  bilden  zusammen- 
genommen für  das  Minimalflächenstück  M  die  auf  Seite  266  dieses 
Bandes  in  Betracht  gezogene  Hüllfläche  ^. 

Der  dritte  der  angegebenen  drei  Fälle  entspricht  dem  auf  den 
Seiten  159  und  240  dieses  Bandes  in  Betracht  gezogenen  dritten 
Falle ;  es  tritt  daher  in  diesem  Falle  ein  Minimum  des  Flächeninhalts 
nicht  ein. 

In  Folge  des  Umstandes,    dass   die  Entscheidung   darüber,    wel- 
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eher  von  den  drei  Fällen  eintritt,  nur  abhängt  von  den  Coordinaten 
s\  und  z'l  der  Mittelpunkte  derjenigen  beiden  Kegel,  von  denen  das 
betrachtete  Minimalflächen  stück  M  längs  seiner  Begrenzung  berührt 
wird,  kann  dieser  Entscheidung  folgende  geometrische  Form  gegeben 
werden. 

Man  denke  sich  zwei,  von  den  Mittelpunkten  P^  und  P^'  der  den 
Werthen  v  ==  v\  v  =  v"  entsprechenden  Kegel  ausgehende,  der  ^- 
Axe  des  Coordinatensystems  parallele  Strahlen  P'^Q'  und  P'^Q"  con- 
struirt.  Es  werde  festgesetzt,  dass  die  Richtung  des  Strahles  PoÖ' 
mit  der  negativen,  die  Richtung  des  Strahles  P'^Q"  mit  der  po- 
sitiven Richtung  der  -s^-Axe  übereinstimmen  soll. 

Beide  Strahlen  fallen  mit  den  ausgezeichneten  Hauptaxen  der 
betrachteten  beiden  Kegel  zusammen. 

Denkt  man  sich  nun  die  beiden  Mittelpunkte  P^  und  P'^  durch 
eine  geradlinige  Strecke  verbunden,  so  hat  der  Linienzug  Q'  P[  PI  Q" 
eine  der  folgenden  drei  Grestalten : 

Fig.  65.  Fig.  66. 


Fig. 67. 


Q' 


Q' 

I.  II. 

Jenachdem  di«  Winkel  Q' P'.P'i  und  P'.P'iQ" 

spitze,  rechte,  oder  stumpfe 

Winkel  sind,   tritt  der  erste,    der  zweite,   oder   der    dritte  der  drei 
angeführten  Fälle  ein. 

Für  den  Fall  des  Catenoids  fallen  die  beiden  Strahlen  P[Q'  und 
Pq  Q"  in  dieselbe  Gerade ,  nämlich  in  die  Rotationsaxe  des  Cate- 
noids, und  es  geht  das  angegebene  Unterscheidungsmerkmal  genau 
in  dasjenige  über,  welches  für  Zonen  des  Catenoids  zuerst  von  Herrn 
Lindelöf  angegeben  worden  ist. 
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